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Estimation bayesienne pour les probemes inverses

I Mockele directe : g=H(f)+

I Vraisemblance : p(ojf )= p (g H(f))
I A priori p(f )

| Bayes :

p(gif ) p(f)

0(a) /- p(gif ) p(t)

p(f jg) =

I Choix d'un estimateur:
I Maximum A posteriori (MAP) :

b= arg mfaxf Inp(f jg) =In p(gjf ) +In p(f )g

I Esperancea posteriori(EAP) :
Z
b= f p(fjg) df



Cas lireaire et moceles a priori Gaussiens

g=HTf +
| Hypottese sur les erreurs: N (0; 2I) L
gif N (Hf; I)! p(gjf)/ exp kg HTfK*; =53
I Mockle a priorif : 1
f N (0 f(D'D) H! p(f)/ exp KkDFK*; = 27

I A posteriori:
p(fjg) / exp kg Hfk®+ kDfk®; =

_"I\.)| N

= N@®;®) avec P= PH!'g;®= H'H+ D'D '

| EAP =MAP: b =argmax fp(f jg)g = argmin¢ fI(f )g
avec J(f)=kg Hfk?+ kDfk?



Mocelisation a priori des signaux et deshimages i
P
I Mockles ®parables p(f) = Qj pi(f;) /' exp j (fi)
" #

X
p(f)/ exp (f(r))
r2R

I Mockles markoviens simples
p(fiifi 1)/ exp[  (f fi 1)]
2 3

X X
p(f)/ expd (F(r);f(r9>
r2R ro%v(r)

I Mockles markoviens avec variables caclees
z(r) (lignes, contours, fronteres et egions)
2 3
X X
p(fiz) | expd (F(r);f(r9;z(r);z(r9S
r2rR r%Vv(r)



Moctles sparables iid

Gaussienne:
p(f)) / exp  jfjj* ! (f)= ifij?

Gaussienne gereralisee: X
p(f)) / exp[ jfij’l; 1 p 2! (f)= ik

Gamma:f; > 0
X X
p(fp) 7 f exp[ fi]! (f)= Inf; + fi;

j j
Beta: 1> f; > 0
X X

p(f)/ f; (1 f) ! (f)= Infj + In(1  f;);
i i



Moceles sparables iid

h“h HI]\]IH]H” ““ \hIJ' Il” Eé
EZ WH‘H!W‘U”l{“l[‘!' wwuu —
Gaussienne Gaussienne gereralise
p(f) / exp  jfi? p(f)/ exp[ fii’]l; 1 p 2
Gamma Beta

p(f)) /| f, exp[ ] p(E) 1 T (@ )



Moceles markgviens simp&es

. X X X
p(fijf )/ expd (fi:fi)> ! (f)= (fi: i)
i2v; joi2yv;
Cas 1D et un seul voisiij = j 1t
X
(f)= i fi 1)
Cas 1D et deux voising; = fjJ Lj+1lg
X
(f)= G GRET /REY)
Cas 2D et les quatres VoRins: « 1
(f)= @ (r) f(r9A
(t) = r2r ro2v(r)
jtj :  Gaussienne eereraliee
jtjz ifjti<; . t2 ifjtj < ; 22,

else, 2t 2 else, , 1rrz0 logcosh{=)



Moceles markoviens simples

Sparable

l”l h\l”n'nl'wﬂﬂ ‘ H\ ILMJ Hh.i
\‘!HHHl it W ” \W\ [ \H

Gaussienne iid
p(f) / exp  jfjj?

Gaussienne gereraliee iid
p(f) / exp[ jfji’]

Markovien

Gauss-Markov

p(fiifi 1)/ exp jfi fi 4f?

Gaussienne greralisse markovienr
p(fiifi 1)/ exp[ ifi fi 1]



Mockles gaussiens en terme de variables caclees
I Mode Analyse

8
_ < g=Hf +
?_NHfof 2DtD) 1) " f =Cf +z avec
’ "z N (0; Z1)etD =(1 C)

fig N (P;®) avec P= PH'g; ®= H'H + D'D !
Inp(fjg)= kg Hfk?®+ kDfk?
I Mode Synttese
g=Hf +
f N 0; (DD ')

Hf +
Dz avecz N (O;

zjg N (b;®);b= PD'H!g;® = D'H'HD + |
Inp(zjg) = kg HD zk*+ kzk®

Z coe cients de decomposition sur une base
(colonnes deD forment une base)

_
f

)

1;f3= Db



Parcimonie et 'Compressed Sensing"

Hf +
Dz

—

I D 'tode book" z coe cients de dacorﬂposition

| Gaussienne p(z) = N(0; 21)/ exp (17j?

J(z)= Inp(zjg)= kg HD zk?®+ jzj?

i

h p
i1z

I Gaussienne cereraliee p(z) / exp

J(z)= Inp(zjg)= kg HD zk®+ jzj

| b=argmin, fJ(z)g! P=Db



Signaux non stationnaires

Variance moduke Gauss iid Variance moduke Gauss-Markov
p(fiiz) = N(0;v(z)) p(fiif; 1:7) = N(f 1;v(7))
[T [T

>

Amplitude moduke Gauss iid mplitude moduke Gauss-Markov
p(fiiz) = N (a(z); 1) p(fiifi 1;7)= N(afj 1,7);1)




Moceles markoviens avec des variables caclees

Gaussiennes par morceaux Melange de gaussiennes
var. caclees lignes ou contourcg var. cacleesetiquettes des egions;
p(fijgiifi )= N (L a)f o f .| p(fijz = k)= N my; ¢,z markovien

. P 5! . P P
p(f ja) / exp i @ 9)fi 47 | p(fiz)/ exp K j2R

fJ myg
k




Mocakles markoviens avec des variables caclees

. " DS AR A

f(r) [(r) 2 [0; 1] g(r)2f0;1g z(r)2f1, ;Kg
intensies lignes contours etiquettes egions
R=1f(@;]):2 i m1l | ng sites pixels
Rk=fr:r 2Rxg; [kRk=R egions
f =1f(r);r 2Rg image (intensies)

[ =fI(r);r 2Rg lignes I(r) 2 [0;1]
g=fq(r);r 2Rg contours q(r) 2f0; 1g
z=1"1z(r);r 2Rg etiquettes egions z(r) 2f1, ;Kg



Mocakles markoviens avec des variables caclees

f(r) I(r) a(r) z(r)
I, = =
| |
lx(r) ly(r)



Moceles markoviens avec des variables caclees

A chaque pixel de l'image est assocees 2 varialblgs) et z(r)

I fjz Gaussienneiid z iid:
Melange de gaussiennes (MoG)

I fjz Gauss-Markoy z iid :
Melange de Gauss-Markov (MoGM)

I fjz Gaussienne iid z Potts-Markov:
Melange de gaussiennes iid
(avec var. cactee Potts)

I fjz Markov, z Potts-Markov:
Melange de Gauss-Markov
(avec var. caclee Potts)




Quatre mockles

g(r)
()
Zz(xr)
Mocele 1: MoG
(T
g(r)
£f(r)
® | o
P St
@ <
z(x"')

Mockle 3: Gauss-Markov-Potts 1

z(1r)
Mockle 2: MoGM
T

g(r)

z(Tr")

Mockle 4: Gauss-Markov-Potts 2



Quatre mockles

i T T f(njz(r)
z(r)

f (njz(r)

2(n)jz(r")

f(Nif (r°); 2(r); 2(r°)
; ; 2(r)

1 0 q(r)=1f0;1g

f(Nif (r°); 2(r); 2(r°)
; ; z(n)jz(r)
1

0 q(r)=1f0;1g

o—0O O0—°O
o—0O O—O
o—O O0—©O
o—O O0—O0
o—O O0—O0
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Moctle 1: f jz Gaussienne iid, z iid
Independent Mixture of Independent Gaussians (IMIG):

g(r)
p(f(r)jz(r) = k) = N(mg;w); 8r 2R
P ()= Ky N (moviwith | =1 £
)= pan = =2, k=0 R -

Notant Rk =1fr:z(r)= kg, R =[«kRx,
mz(r) = mg;vz(r)= w; z(r)= «;8r 2Ry

on a:
p(f jz) N (mz(r); vz(r))

2R Y p v
r (z(r) k) _
Z(r) - ‘ 2R - Ek

p(z)
r k k



Mocele 2: f jz Gauss-Markov, z iid

Independent Mixture of g
Gauss-Markov (IMGM) :
.\ /. £(r)
p(F(Njz(r);z(r%:f(r%r°2Vv(r)) & | @
f(r")
= N( 2(r);vz(r));8r 2R z(T)

P
Z(r) = m rov(r) Z(rg
L9 = @Y zr)frY+@ (29 z(r)) m(r9
= @ c(rY f(r9+ c(r9 m;(r 9
P 12) 1 QN 2((r) 1 g kN (ML 1)
p(z) = " ve(r) = T K

with 1, =1;8r 2R and ¢ a covariance matrixrx  ng).



Moctle 3: f jz Gauss iidz Potts

g(r)
Gauss iid comme dans le cas du Moctle 1

Q f(xr)

p(f jz) Qr® N (mz(r); vz(r))

ko ror N (Mk; Vi) *<o" .
o e
z({xr")
Potts-Markov:
2 3

X X
p(z) / exp4 (z(r) z(r9)>

r2R roV(r)



Mockle 4: f jz Gauss-Markowz Potts

g(r)
Gauss-Markov comme dans le cas du mocktle 2
- -
, > £(r)
p(f (r)jz(r); z(r%;f(r9;r2v(r)) = ® ()
N( z(r);vz(r));8r 2R =)
z(xr')

ofiz) 1 DN ver) 1 S N ML W)

Potts-Markov comme dans le cas du Moctle 3:
2 3

X X
p(z)/ exp? (z(r) z(r9)®
r2R roVv(r)



Les deux mockles Gauss-Markov-Potts retenus en imag

Gauss-Markov-Potts 1 Gauss-Markov-Potts 2

f jz Gaussienne iid f jz Markov
z Potts-Markov z Potts-Markov

(MIG with Hidden Potts) (MGM with hidden Potts)



Les deux mocktles retenus (Cas 1D)

‘
f—é
=
=
?\z



Mockles a priori choisis et inkrence bayesienne

I Mockle d'observation:
g=Hf+ I p(gjf)=NHT; ?)
I Mockle a priori

p(1 ;2)= pff i2) P(2)
p(fi2)= "~ Rfy) avee p(fi)= N(fdmiclej 1)

p(z) /1 exp iR roav(ry (Z(r) 2(r9)
| Hyperparanetres =f 2;(mg; 2);k=1; ;Kg,f;Kg

p(me) = N (Mjmig; k3); P 2) = 1G( 3 ko; «o);
P( k)= IW ( «j ko; k0); P( D) =1G( 3 4 o)

I Loi a posterioriconjointe def , z et

p(f;z; ja) /! p(aif; 1) p(fiz; 2) p(zj 3) p( )



Estimation conjointe def(;z; ) utilisant p(f ;z; jg)

8
2 b p(jPibg) ou p( jb;g)
b pzjP;Pg) ou p(zjP;g)
© P p(f b Big)
signie :
soit arg max(MAP conjointe)
soitechantillonner suivant(Gibbs)

8
p(fiz; ;9) = p(9jf; 1)p(fjz; 2)=p(gjz; ) Gaussienne
p(zjf; ;9) 1 p(gif; 1)p(fiz; 2)p(z) Potts
pP(zj ;9) = p(giz; )p(z)=p(g ) Potts
E p( jf;z;9) = p(gjf; 1)p(fjz; 2)p( )=p(g) Gaussienne/lnverse G
' p( jz;9) = p(gjz; )p( )=p(9) Gaussienne/lnverse G

1= 2, a=f(mg k=1, Kg =( 1 2



Aspects calculs

p(f;z; jg)/ p(aif ;z;v)p(fjz;m;v)p(zj ;; K)p()
=fv;( kim;w) k=1; ;Kg
I L'expression de(f ;z; jg) est trop complexe

I Approximations possibles :

I Gauss-Laplace
I Exploration utilisant les nethodes MCMC
I Approximations Variationnelles

I Principale icee dans les approches approximations
variationnelles :
Approcherp(f ;z; jg) par une loi plus simple(f ;z; )
I Choix du criere d'approximation :KL(q : p)
I Choix de familles et de la structure des lois approchantes
a(f ;z; )= au(f jz) gz(z) as( )

q(f ;z; )= au(f) g2(z) gs( )
Familles exponentielles, Lois conjugLees



Applications

I Tomographie X (X ray Computed Tomography)

I Tomographie microondes (Microwave Di raction
Tomography)

I Tomographie Optique de Di raction (Optical Di raction
Tomography)

I Fusion d'images

I Imagerie hyperspectrale

I Separation de sources en imagerie satelitaires

| Segmentation d'une fquence vicko

I Super-esolution

I Restauration des documents ancients par sparation d'images
I Imagerie gamma 3D en CND (coll. avec EDF)

I Tomographie X 3D pour des micro structures (coll. avec CEA)
I TEP Spatio-Temporelle (CEA LIST, SHFJ)

I Imagerie SAR Passive (ONERA)



Moceles de Gauss-Markov (signaux et images continus

g=Hf +
f(r) image continge Gauss-Markov {
X
& n
E :
|

p(f(Nif(rY =N @ f(r9; A
ro2v (r)
MAP :
P =argmax fp(f jg)g = grgmins 13(f )g 1
2

X X
Jf)=kg HfK+  @f(r) f(r9A
r ro2v (r)
MAP =Rgularisation quadratique




Moceles markoviens avec variables caclees lignes

g=Hf +
f(r) images continues par morceaux :

Variables cactees ligneg ou contoursi(r )

p(f(Njar);f(r% =N @ (1 q(r))
ro2v (r)

MAP : (P; ) = argmax; ., fp(f ; djg)g

P = argmax fp(f jo; q)g = argmin; fJ(f )g
I)=kyg HIK |

X X
+ @ ar) @) f(r9A

r ro2v (r)

& = arg max, f p(qjg)g

:

E




Lien entre mocklesa variables caclees et mockles avec
potentiels non convexes

(P; &) = arg maxfp(f ; cig)g

b= arg mfaxfp(f jg9;9)g = arg rr}inf\](f )g

— 2
I(F)= kg Hik

X
+ @ q(r) @)

r ro2v (r)

h=arg mgxf p(djg)g

1,
f(r9A

b= arg n}ianl(f ig9)g

h(f)=kg HfK2
0 1
X
+ @ (r) f(r9A

r ro2v (r)

jtiz ifjtj<;
2 else,

1=



Modceles markoviens avec variables cacleesetiquettes
egions

g=Hf +

f repesente I'image d'un objet composes
d'un nombre nie de maeriauxhomogenes
Variables cacleesetiquettes

z(r)=k; k=1; K

Rx=1fr : z(r)= kg, R =][kRk

p(f (r)iz(r) = k) = N(f(r)img; §)

z=1"1z(r);r 2Rg
Champ de potts :

p(z) ! exp?

image segmente
3

(z(r) z(r9>

r2R roV(r)







Fusion d'image et segmentation jointe

[Olivier FERON]

8

< gi(r)="fi(r)+ i(r)
p(fi(r)iz(g = k) = N (mi; 2)
p(fjz)= ";p(fijz)




Fusion d'image en imagerie nedicale

[Olivier FERON]




Imagerie optique de di raction (ODT)

[H. Ayasso, B. Duchéne]



Imagerie optique de di raction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchéne]



Imagerie optique de di raction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchéne]



Sgmentation conjoint des images hyper-spectrales

[Adel MOHAMMADPOUR]

8

gi(r) = fi(r)+ i(r)

p(fi(r)iz(ig = k) = N (mig; 2);, k=1; ;K
3 p(fjz)= ";p(fijz)
" mjx markovienne le long de l'index



Syntrese de Fourier en imagerie microondes

[O. Feron en collaboration avec A. Joisel (]
z

g' )= f(r)exp[ j! :r)]dr+ (1)
Z
g(u;v) = fOgy)exp[ j(ux+ vy)] dx dy + (u;v)

g=Hf +

f(x;y) g(u;v) P par FETI P nmethode propos



Conclusion

Approche bayesienne
et
Mockles markoviens simples ou avec des variables
caclees

sont des outils d'inerence
bien appropres
pour grand nombre de probemes inverses
en
traitement du signal et d'image
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