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Plan de l'expos�e

I Approche bay�esienne pour les probl�emes inverses en imagerie
I Mod�elisation a priori des signaux et des images
I Mod�eles s�eparables
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I Mod�eles de Gauss-Markov-Potts
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Tomographie X, Imagerie microondes, Fusion d'images,
Super-r�esolution, S�eparation de sources, Imagerie
hyperspectrale
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Estimation bay�esienne pour les probl�emes inverses

I Mod�ele directe : g = H (f ) + �
I Vraisemblance : p(gjf ) = p� (g � H (f ))
I A priori p(f )
I Bayes :

p(f jg) =
p(gjf ) p(f )

p(g)
/ p(gjf ) p(f )

I Choix d'un estimateur:
I Maximum A posteriori (MAP) :

bf = arg max
f

f lnp(f jg) = ln p(gjf ) + ln p(f )g

I Esp�erancea posteriori(EAP) :

bf =
ZZ

f p(f jg) df



Cas lin�eaire et mod�eles a priori Gaussiens

g = H f + �

I Hypoth�ese sur les erreurs:� � N (0; � 2
� I )

gjf � N (H f ; � I ) �! p(gjf ) / exp
�
� � kg � H f k2�

; � =
1

2� 2
�

I Mod�ele a priori f :

f � N (0; � 2
f (D t D )� 1) �! p(f ) / exp

�
� � kD f k2�

; � =
1

2� 2
f

I A posteriori:

p(f jg) / exp
�
�k g � H f k2 + � kD f k2�

; � =
� 2

�

� 2
f

=
�
�

= N (bf ; bP ) avec bf = bP H t g; bP =
�
H t H + � D t D

� � 1

I EAP = MAP : bf = arg maxf f p(f jg)g = arg minf f J(f )g
avec J(f ) = kg � H f k2 + � kD f k2



Mod�elisation a priori des signaux et des images
I Mod�eles s�eparables p(f ) =

Q
j pj (fj ) / exp

h
� �

P
j � (fj )

i

p(f ) / exp

"

� �
X

r 2R

� (f (r ))

#

I Mod�eles markoviens simples
p(fj jfj � 1) / exp [� �� (fj � fj � 1)]

p(f ) / exp

2

4� �
X

r 2R

X

r 02V (r )

� (f (r ); f (r 0))

3

5

I Mod�eles markoviens avec variables cach�ees
z(r ) (lignes, contours, fronti�eres et r�egions)

p(f jz) / exp

2

4� �
X

r 2R

X

r 02V (r )

� (f (r ); f (r 0); z(r ); z(r 0))

3

5



Mod�eles s�eparables iid

� Gaussienne:

p(fj ) / exp
�
� � jfj j2

�
�! 
( f ) = �

X

j

jfj j2

� Gaussienne g�en�eralis�ee:

p(fj ) / exp [� � jfj jp] ; 1 � p � 2 �! �( f ) = �
X

j

jfj jp;

� Gamma:fj > 0

p(fj ) / f �
j exp [� � fj ] �! 
( f ) = �

X

j

ln fj + �
X

j

fj ;

� B�eta: 1 > fj > 0

p(fj ) / f �
j (1 � fj )� �! 
( f ) = �

X

j

ln fj + �
X

j

ln(1 � fj );



Mod�eles s�eparables iid

Gaussienne Gaussienne g�en�eralis�ee
p(fj ) / exp

�
� � jfj j2

�
p(fj ) / exp [� � jfj jp] ; 1 � p � 2

Gamma B�eta
p(fj ) / f �

j exp [� � fj ] p(fj ) / f �
j (1 � fj )�



Mod�eles markoviens simples

p(fj jf ) / exp

2

4� �
X

i 2 vj

� (fj ; fi )

3

5 �! �( f ) = �
X

j

X

i 2 Vj

� (fj ; fi )

� Cas 1D et un seul voisinVj = j � 1:

�( f ) = �
X

j

� (fj � fj � 1)

� Cas 1D et deux voisinsVj = f j � 1; j + 1g:

�( f ) = �
X

j

� (fj � � (fj � 1 + fj � 1))

� Cas 2D et les quatres voisins:

�( f ) = �
X

r 2R

�

0

@f (r ) � �
X

r 02V (r )

f (r 0)

1

A

� � (t ) =
jt j
 : Gaussienne g�en�eralis�ee�

jt j2 if jt j < �;
� 2 else,

;
�

t 2 if jt j < �;
2� t � � 2 else,

; � 2t 2

1+ t 2 ; log cosh(t =� )



Mod�eles markoviens simples

S�eparable Markovien

Gaussienne iid Gauss-Markov
p(fj ) / exp

�
� � jfj j2

�
p(fj jfj � 1) / exp

�
� � jfj � fj � 1j2

�

Gaussienne g�en�eralis�ee iid Gaussienne g�en�eralis�ee markovienne
p(fj ) / exp [� � jfj jp] p(fj jfj � 1) / exp [� � jfj � fj � 1jp]



Mod�eles gaussiens en terme de variables cach�ees
I Mode Analyse

�
g = H f + �
f � N

�
0; � 2

f (D t D )� 1)
� =

8
<

:

g = H f + �
f = C f + z avec
z � N (0; � 2

f I ) et D = ( I � C )

f jg � N (bf ; bP ) avec bf = bP H t g; bP =
�
H t H + � D t D

� � 1

ln p(f jg) = kg � H f k2 + � kD f k2

I Mode Synth�ese
�

g = H f + �
f � N

�
0; � 2

f (DD t )
� =

�
g = H f + �
f = D z avec z � N (0; � 2

f I )

z jg � N ( bz; bP ); bz = bP D t H t g; bP =
�
D t H t HD + � I

� � 1 ; bf = D bz

ln p(zjg) = kg � HD zk2 + � kzk2

z coe�cients de d�ecomposition sur une base
(colonnes deD forment une base)



Parcimonie et "Compressed Sensing"

�
g = H f + �
f = D z

I D "code book", z coe�cients de d�ecomposition

I Gaussienne :p(z) = N (0; � 2
f I ) / exp

h
� �

P
j jzj j2

i

J(z) = � lnp(z jg) = kg � HD zk2 + �
X

j

jzj j2

I Gaussienne g�en�eralis�ee :p(z) / exp
h
� �

P
j jzj j�

i

J(z) = � ln p(z jg) = kg � HD zk2 + �
X

j

jzj j�

I bz = arg minz f J(z)g �! bf = D bz



Signaux non stationnaires

Variance modul�ee Gauss iid Variance modul�ee Gauss-Markov
p(fj jzj ) = N (0; v(zj )) p(fj jfj � 1; zj ) = N (fj � 1; v(zj ))

||||||||||||||| |||||||||||||||

Amplitude modul�ee Gauss iid Amplitude modul�ee Gauss-Markov
p(fj jzj ) = N (a(zj ); 1) p(fj jfj � 1; zj ) = N (a(fj � 1; zj ); 1)



Mod�eles markoviens avec des variables cach�ees

Gaussiennes par morceaux M�elange de gaussiennes

var. cach�ees lignes ou contoursqj var. cach�ees �etiquettes des r�egionszj

p(fj jqj ; fj � 1) = N
�
(1 � qj )fj � 1; � 2

f

�
p(fj jzj = k) = N

�
mk ; � 2

k

�
, zj markovien

p(f jq) / exp
h
� �

P
j jfj � (1 � qj )fj � 1j2

i
p(f jz) / exp

�
� �

P
k

P
j 2R k

�
f j � mk

� k

� 2
�



Mod�eles markoviens avec des variables cach�ees

f (r ) l (r ) 2 [0; 1] q(r ) 2 f 0; 1g z(r ) 2 f 1; � � � ; K g
intensit�es lignes contours �etiquettes r�egions

R = f (i ; j ) : 1 � i � m; 1 � j � ng sites pixels
R k = f r : r 2 R kg; [ kR k = R r�egions

f = f f (r ); r 2 Rg image (intensit�es)
l = f l (r ); r 2 Rg lignes l (r ) 2 [0; 1]
q = f q(r ); r 2 Rg contours q(r ) 2 f 0; 1g
z = f z(r ); r 2 Rg �etiquettes r�egions z(r ) 2 f 1; � � � ; K g



Mod�eles markoviens avec des variables cach�ees

f (r ) l (r ) q(r ) z(r )

lx(r ) ly (r ) lyx(r ) lxy(r )



Mod�eles markoviens avec des variables cach�ees

A chaque pixel de l'image est associ�ees 2 variablesf (r ) et z(r )

I f jz Gaussienne iid, z iid :
M�elange de gaussiennes (MoG)

I f jz Gauss-Markov, z iid :
M�elange de Gauss-Markov (MoGM)

I f jz Gaussienne iid, z Potts-Markov :
M�elange de gaussiennes iid
(avec var. cach�ee Potts)

I f jz Markov, z Potts-Markov :
M�elange de Gauss-Markov
(avec var. cach�ee Potts)

f (r )

z(r )



Quatre mod�eles

Mod�ele 1: MoG Mod�ele 2: MoGM
||||||||||||{ ||||||||||||{

Mod�ele 3: Gauss-Markov-Potts 1 Mod�ele 4: Gauss-Markov-Potts 2



Quatre mod�eles

f (r)jz(r)

z(r)

f (r)jz(r)

z(r)jz(r
0
)

0 0 0 0 0 0 01 1 1

f (r)jf (r
0
); z(r); z(r

0
)

z(r)

q(r) = f 0; 1g

0 0 0 0 0 0 01 1 1

f (r)jf (r
0
); z(r); z(r

0
)

z(r)jz(r
0
)

q(r) = f 0; 1g



Mod�ele 1: f jz Gaussienne iid, z iid
Independent Mixture of Independent Gaussians (IMIG):

p(f (r )jz(r ) = k) = N (mk ; vk ); 8r 2 R

p(f (r )) =
P K

k=1 � k N (mk ; vk ); with
P

k � k = 1 :

p(z) =
Q

r p(z(r ) = k) =
Q

r � k =
Q

k � nk
k

Notant R k = f r : z(r ) = kg, R = [ kR k ,

mz(r ) = mk ; vz(r ) = vk ; � z(r ) = � k ; 8r 2 R k

on a:

p(f jz) =
Y

r 2R

N (mz(r ); vz(r ))

p(z) =
Y

r

� z(r ) =
Y

k

�
P

r 2R � (z(r )� k)
k =

Y

k

� nk
k



Mod�ele 2: f jz Gauss-Markov, z iid
Independent Mixture of
Gauss-Markov (IMGM) :

p(f (r )jz(r ); z(r 0); f (r 0); r 0 2 V(r ))

= N (� z(r ); vz(r )) ; 8r 2 R

� z(r ) = 1
jV (r )j

P
r 02V (r ) � �

z(r 0)
� �

z(r 0) = � (z(r 0) � z(r )) f (r 0) + (1 � � (z(r 0) � z(r )) mz(r 0)
= (1 � c(r 0)) f (r 0) + c(r 0) mz(r 0)

p(f jz) /
Q

r N (� z(r ); vz(r )) /
Q

k � kN (mk 1; � k )
p(z) =

Q
r vz(r ) =

Q
k � nk

k

with 1k = 1 ; 8r 2 R k and � k a covariance matrix (nk � nk ).



Mod�ele 3: f jz Gauss iid,z Potts

Gauss iid comme dans le cas du Mod�ele 1 :

p(f jz) =
Q

r 2R N (mz(r ); vz(r ))
=

Q
k

Q
r 2R k

N (mk ; vk )

Potts-Markov:

p(z) / exp

2

4

X

r 2R

X

r 02V (r )

� (z(r ) � z(r 0))

3

5



Mod�ele 4: f jz Gauss-Markov,z Potts

Gauss-Markov comme dans le cas du mod�ele 2 :

p(f (r )jz(r ); z(r 0); f (r 0); r 0 2 V(r )) =

N (� z(r ); vz(r )) ; 8r 2 R

p(f jz) /
Q

r N (� z(r ); vz(r )) /
Q

k � kN (mk 1; � k )

Potts-Markov comme dans le cas du Mod�ele 3:

p(z) / exp

2

4

X

r 2R

X

r 02V (r )

� (z(r ) � z(r 0))

3

5



Les deux mod�eles Gauss-Markov-Potts retenus en imagerie

Gauss-Markov-Potts 1 Gauss-Markov-Potts 2

f jz Gaussienne iid f jz Markov
z Potts-Markov z Potts-Markov

(MIG with Hidden Potts) (MGM with hidden Potts)



Les deux mod�eles retenus (Cas 1D)



Mod�eles a priori choisis et inf�erence bay�esienne
I Mod�ele d'observation:

g = H f + � �! p(gjf ) = N (H f ; � �
2I )

I Mod�ele a priori

p(f ; z)= p(f jz) p(z)
p(f jz) =

Q
k p(f k ) avec p(f k ) = N (f k jmk1k ; � k )

p(z) / exp
h



P
r 2R

P
r 02V (r ) � (z(r ) � z(r 0))

i

I Hyperparam�etres � = f � �
2; (mk ; � 2

k ); k = 1 ; � � � ; K g, f 
; K g

p(mk ) = N (mk jmk 0; � k
2
0); p(� 2

k ) = IG (� 2
k j� k0; � k0);

p(� k ) = IW (� k j� k0; � k0); p(� �
2
i ) = IG (� �

2
i j� � i

0 ; � � i
0 ):

I Loi a posterioriconjointe def , z et �

p(f ; z; � jg) / p(gjf ; � 1) p(f jz; � 2) p(z j� 3) p(� )



Estimation conjointe de (f ; z; � ) utilisant p(f ; z; � jg)

8
><

>:

b� � p(� jbf ; bz; g) ou p(� j bz; g)
bz � p(zjbf ; b� ; g) ou p(zjb� ; g)
bf � p(f j bz; b� ; g)

� signi�e :
soit arg max(MAP conjointe)
soit �echantillonner suivant(Gibbs)

8
>>>><

>>>>:

p(f jz; � ; g) = p(gjf ; � 1) p(f jz; � 2)=p(gjz; � ) Gaussienne
p(zjf ; � ; g) / p(gjf ; � 1) p(f jz; � 2) p(z) Potts

p(zj� ; g) = p(gjz; � ) p(z)=p(gj� ) Potts
p(� jf ; z; g) = p(gjf ; � 1) p(f jz; � 2) p(� )=p(g) Gaussienne/Inverse Gamma

p(� jz; g) = p(gjz; � ) p(� )=p(g) Gaussienne/Inverse Gamma

� 1 = � �
2, � 2 = f (mk ; � 2

k ); k = 1 ; � � � ; K g, � = ( � 1; � 2)



Aspects calculs

p(f ; z ; � jg) / p(gjf ; z; v� ) p(f jz; m ; v) p(z j� ; 
; K ) p(� )

� = f v� ; (� k ; mk ; vk ); k = 1 ; �; K g

I L'expression dep(f ; z ; � jg) est trop complexe

I Approximations possibles :
I Gauss-Laplace
I Exploration utilisant les m�ethodes MCMC
I Approximations Variationnelles

I Principale id�ee dans les approches approximations
variationnelles :
Approcherp(f ; z; � jg) par une loi plus simpleq(f ; z; � )

I Choix du crit�ere d'approximation :KL(q : p)
I Choix de familles et de la structure des lois approchantes

q(f ; z; � ) = q1(f jz) q2(z) q3(� )
q(f ; z; � ) = q1(f ) q2(z) q3(� )
Familles exponentielles, Lois conjugu�ees



Applications
I Tomographie X (X ray Computed Tomography)
I Tomographie microondes (Microwave Di�raction

Tomography)
I Tomographie Optique de Di�raction (Optical Di�raction

Tomography)
I Fusion d'images
I Imagerie hyperspectrale
I S�eparation de sources en imagerie satelitaires
I Segmentation d'une s�equence vid�eo
I Super-r�esolution
I Restauration des documents ancients par sparation d'images
I Imagerie gamma 3D en CND (coll. avec EDF)
I Tomographie X 3D pour des micro structures (coll. avec CEA)
I TEP Spatio-Temporelle (CEA LIST, SHFJ)
I Imagerie SAR Passive (ONERA)



Mod�eles de Gauss-Markov (signaux et images continus)

g = H f + �

f (r ) image continue :Gauss-Markov

p(f (r )jf (r 0)) = N

0

@�
X

r 02V (r )

f (r 0); � 2
f

1

A

MAP :
bf = arg maxf f p(f jg)g = arg minf f J(f )g

J(f ) = kg � H f k2 +
X

r

0

@f (r ) � �
X

r 02V (r )

f (r 0)

1

A

2

MAP =Rgularisation quadratique



Mod�eles markoviens avec variables cach�ees lignes

g = H f + � ;

f (r ) images continues par morceaux :

Variables cach�ees lignes ou contours:q(r )

p(f (r )jq(r ); f (r 0)) = N

0

@� (1 � q(r ))
X

r 02V (r )

f (r 0); � 2
f

1

A

MAP : (bf ; bq) = arg maxf ;q f p(f ; qjg)g

bf = arg maxf f p(f jg; q)g = arg minf f J(f )g
J(f ) = kg � H f k2

+
X

r

(1 � q(r ))

0

@f (r ) � �
X

r 02V (r )

f (r 0)

1

A

2

bq = arg maxq f p(qjg)g
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Lien entre mod�eles �a variables cach�ees et mod�eles avec
potentiels non convexes

(bf ; bq) = arg max
f ;q

f p(f ; qjg)g

bf = arg max
f

f p(f jg; q)g = arg min
f

f J(f )g

J(f ) = kg � H f k2

+
X

r

(1 � q(r ))

0

@f (r ) � �
X

r 02V (r )

f (r 0)

1

A

2

bq = arg max
q

f p(qjg)g

=

bf = arg min
f

f J1(f jg)g

J1(f ) = kg � H f k2

+
X

r

�

0

@f (r ) � �
X

r 02V (r )

f (r 0)

1

A

� (t ) =
�

jt j2 if jt j < �;
� 2 else,



Mod�eles markoviens avec variables cach�ees �etiquettes
r�egions

g = H f + �
f repr�esente l'image d'un objet compos�es
d'un nombre �nie de mat�eriauxhomog�enes
Variables cach�ees �etiquettes
z(r ) = k; k = 1 ; � � � ; K
R k = f r : z(r ) = kg; R = [ kR k

p(f (r )jz(r ) = k) = N (f (r )jmk ; � 2
k )

z = f z(r ); r 2 Rg image segment�ee
Champ de Potts :

p(z) / exp

2

4�
X

r 2R

X

r 02V (r )

� (z(r ) � z(r 0))

3

5
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Original Backprojection Filtered BP LS

Gauss-Markov+pos+supp f GM+Line process f ; q GM+Label process f ; z q
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Fusion d'image et segmentation jointe

[Olivier F�ERON]
8
<

:

gi (r ) = fi (r ) + � i (r )
p(fi (r )jz(r ) = k) = N (mi k ; � 2

i k )
p(f jz) =

Q
i p(f i jz)

g1

g2

�!
bf 1

bf 2

bz



Fusion d'image en imagerie m�edicale

[Olivier F�ERON]

g1

g2

�!
bf 1

bf 2

bz



Imagerie optique de di�raction (ODT)

[H. Ayasso, B. Duchêne]



Imagerie optique de di�raction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchêne]



Imagerie optique de di�raction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchêne]



Sgmentation conjoint des images hyper-spectrales

[Adel MOHAMMADPOUR]
8
>><

>>:

gi (r ) = fi (r ) + � i (r )
p(fi (r )jz(r ) = k) = N (mi k ; � 2

i k ); k = 1 ; � � � ; K
p(f jz) =

Q
i p(f i jz)

mi k markovienne le long de l'indexi



Synth�ese de Fourier en imagerie microondes

[O. F�eron en collaboration avec A. Joisel (DR�E)]

g(! ) =
Z

f (r ) exp [� j (! :r )] dr + � (! )

g(u; v) =
Z

f (x; y) exp [� j (ux + vy)] dx dy + � (u; v)

g = H f + �
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f (x; y) g(u; v) bf par FFTI bf m�ethode propos�ee



Conclusion

Approche bay�esienne
et

Mod�eles markoviens simples ou avec des variables
cach�ees

sont des outils d'inf�erence
bien appropri�es

pour grand nombre de probl�emes inverses
en

traitement du signal et d'image
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