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» Modélisation a priori des signaux et des images
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» Modéles markoviens :

> simples
> avec variables cachées lignes, contours et régions

» Modéles de Gauss-Markov-Potts
» Aspects mis en oeuvre et calcul bayésien

» Exemples d’applications :
Tomographie X, Imagerie microondes, Fusion d'images,
Super-résolution, Séparation de sources, Imagerie
hyperspectrale
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Estimation bayésienne pour les problemes inverses

v

Modele directe : g=H(f)+e

Vraisemblance : p(g|f) = pe(g — H(f))
> A priori p(f)
> Bayes :

v

p(glf)p(f)

p(flg) = o(9)

o p(glf)p(f)

Choix d'un estimateur:
» Maximum A posteriori (MAP) :

v

~

f=arg m;X{ln p(flg) = Inp(glf) +Inp(f)}

» Espérance a posteriori (EAP) :

7= / £ p(flg) df



Cas linéaire et modeles a priori Gaussiens

g=Hf +e
» Hypothese sur les erreurs: € ~ N(0,021)

glf ~N(HFf,BI) — p(glf) xexp [-Bllg — Hf|’], B =

202
> Modeéle a priori f : .
f~ N(O,U%(DtD)_l) — p(f) < exp [—a||Df||2] o= P
f

» A posteriori:

p(flg) o exp[—llg—HFI?+ANDFfIP] A==5=—
2

— N(J,P) avec f=PH'g, P=(H'H+\D'D)""

~

> EAP = MAP :  f = argmaxs {p(f|g)} = argmins {J(f)}
avec  J(f)=|lg— Hf|]? + N|Df|?




Modélisation a priori des signaux et des images
> Modeles séparables  p(f) = [[; pj(f; )ocexp[ B ¢(6)}

f)mexp[ B o(f r)]

reR

» Modeles markoviens simples

p(fjlfi-1) o< exp [=Bo(f; — fi-1)]
p(f) o< exp {ﬁ >0 elf(r), f("'))]
reRr'eV(r)

» Modeles markoviens avec variables cachées
z(r) (lignes, contours, frontiéres et régions)

p(flz) ox exp [52 > ¢(f(r),f(r/),z(rxz(r/))]

reRr'eV(r)



Modeles séparables iid

e Gaussienne:

p() o [—olfP] —  Q(f) =a Y|P

e Gaussienne généralisée:

p(f) cep[~alfilP], 1<p<2— o(f)=a) If,
j

e Gamma: f; >0

p(f) o< frexp[=Bf] —  Qf)=ad Inf+8> £,
J

J
e Béta: 1> >0

p) x (L —=6) —  Qf)=a) Inf+5) In(l-f),

J



Modeles séparables iid

I M I Ha JL'M]\IWL Ikl “ Wn“h\ \ |L‘IJ"\ I LM
TR WA A

Gaussienne Gaussienne généralisée
p(f;) o< exp [—alfi]?] p(fi) x exp[—alfilP], 1<p<2
Gamma Béta

p(fj) o< £ exp [—5]] p(f) o £7(1 = £)°



Modeles markoviens simples

p(fi|£) o< exp !aZM, f,-)] — O(f)=ad > é(f,f)

i€vj Jj ey
e Cas 1D et un seul voisin V; = j — 1:

o(f) = a Y ol -

e Cas 1D et deux voisins V; = {j —1,7+1}:

O(f) = a6 (f = Blf-1+ )

e Cas 2D et les quatres voitins:
O(f)=ad ¢ |f(r)=8 D f(r
TER r’'eV(r)

« () =

|t|7:  Gaussienne généralisée

[t]? if |t] < a, t2 if [t] <, 2
a?  else, 2at — o else, P 1+t

log cosh(t/c)



Modeles markoviens simples

Séparable Markovien

| ‘| ‘Lt’\‘i MJ'”"' ml‘l(‘ [ ﬂi il Nl‘m"l’ ‘J”l |,\le. |‘

Gaussienne iid
p(f;) oc exp [—alfi]?] p(filfi-1) oc exp [—alf; — fi1/?]

Gaussienne généralisée iid Gaussienne généralisée markovienne
p(f7) o exp [—alfj|”] p(filfi-1) oc exp [—alfy — fi1°]




Modeles gaussiens en terme de variables cachées

» Mode Analyse

g=Hf te
f=Cf+ 2z avec

{g:Hf+e
2~ N(0,02I) et D = (I — C)

f~N(0,07(D'D)™1))
flg~N(F,P) avec f=PH'g, P=(H'H+\D'D)"’
Inp(flg) = llg — Hf|I>+ A|Df|
» Mode Synthese

g=Hf +e | g=Hf +e€
f~N(0,62(DD")) ~ | f=Dz avec z~N(0,0%1)
zlg ~N(2,P),z = PD'H'g, P = (D'H'HD + \I) ', = Dz
Inp(zlg) = llg — HDz||* + \||z|]?

z coefficients de décomposition sur une base
(colonnes de D forment une base)



Parcimonie et "Compressed Sensing”

g=Hf +e€
f=Dz

v

D "code book”, z coefficients de décomposition

Gaussienne : p(z) = N(0,02I) o exp [—a > |zj|2}

v

J(z) = —Inp(zlg) = lg = HD=|* + 1) |z
j

v

Gaussienne généralisée : p(z) o exp [—a > \zﬂﬁ}

J(z) = ~Inp(zlg) = llg = HD=z[? + A} _ [z’
j

v

Z =argmin. {J(2)} — f = Dz



Signaux non stationnaires

Variance modulée Gauss iid

p(fjlz) = N (0, v(z))

Variance modulée Gauss-Markov
p(filfi-1,2;) = N(fi-1, v(z))

Amplitude modulée Gauss iid

p(fjlzj) = N(a(z),1)

Amplitude modulée Gauss-Markov
p(filfi-1, ) = N(a(fj-1, %), 1)



Modeles markoviens avec des

LR 1 I
Gaussiennes par morceaux

var. cachées lignes ou contours g;

p(fila;, fi1) = N ((1 = q;)fi-1,07)
p(fla) x exp [~ 32,16 — (1 = 4))f-1]

variables cachées

TR
Vit

Mélange de gaussiennes

var. cachées étiquettes des régions z;

p(fi|lzi = k) = N (my,0%), zj markovien

PR e [_O‘Zk Ljer, (Gilnkﬂ




Modeles markoviens avec des variables cachées
™ O WL PR T =

f(r) I(r)e[0.]]  q(r)€{0,1} z(r)€{L,--- K}
intensités lignes contours étiquettes régions

R={(i,j):1<i<m1<j<n} sites pixels
Ri = {r r e Rk}, UkRk =R  régions

f={f(r),r e R} image (intensités)
l={l(r),r e R} lignes I(r) € [0, 1]
qg={q(r),r e R} contours q(r) € {0,1}

z={z(r),r € R} étiquettes régions z(r) € {1,--- ,K}



Modeles markoviens avec des variables cachées

f(r) I(r) q(r) z(r)

R il s

|
i =




Modeles markoviens avec des variables cachées

A chaque pixel de I'image est associées 2 variables f(r) et z(r)

F

» f|z Gaussienne iid, z iid :
Mélange de gaussiennes (MoG)

» f|z Gauss-Markov, z iid :
Mélange de Gauss-Markov (MoGM)

» f|z Gaussienne iid, z Potts-Markov :
Mélange de gaussiennes iid
(avec var. cachée Potts)

=
-l A f(r)
a
=
Jz(r)

» f|z Markov, z Potts-Markov :
Mélange de Gauss-Markov
(avec var. cachée Potts)



Quatre modeles

g(r)

f(r)

A i a |

Modeéle 1: MoG

z(1r)

Modeéle 2: MoGM

g(r)

f(r)

o | e
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z(xr")

z(1r)

Modele 3: Gauss-Markov-Potts 1

g(r)

z(Tr")

Modele 4: Gauss-Markov-Potts 2



Quatre modeles
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Modele 1: f|z Gaussienne iid, z iid
Independent Mixture of Independent Gaussians (IMIG):

g(r)
p(f(r)lz(r) = k) = N(mk,vk), VreR
p(f(r)) = Zle akN(mk, vk ), with Ek ai = 1. f(r)
p(z) =11, p(z(r) = k) = [1, cw =T,

Z=(xT)

Notant Ri=A{r:z(r) =k}, R =URx,
mz(r) = mg, vz(7r) = vk, az(r) = ak, Vr € Ry
on a:

p(flz) = J]N(ma(r),va(r))

reR

p(e) = [Jeatr) = T~ = [ o



Modele 2:  f|z Gauss-Markov,  z iid

Independent Mixture of g
Gauss-Markov (IMGM) : o | o .
p(f(r)lz(r), z(r'"), f(r'), 7" € V(r)) @ \.f(r,)
= N(pz(r), v2(r)), Vr € R Z(r)
:U’Z(r) = V%r)‘ ET’GV(T) ,U; ’I“,)
pz(r’) = 06(z(r') = z(r)) £(r') + (1 = 6(z(r") — z(r)) m(r")
= (I=c() (') + c(r') mg(r')
p(flz) o< [1, N(pz(r), v2(r)) o< [T cweN (micl, Ey)
p(z) =

I1.
[, va(r) =[x

with 1 = 1,Vr € Ry and Xy a covariance matrix (ng X ny).



Modele 3: f|z Gauss iid, z Potts

Gauss iid comme dans le cas du Modeéle 1 :

P(f|z) = HTG’RN(mz(T)? VZ(T))
=[x [Lrer, N (muc, vi)

Potts-Markov:

pe)ocep |y S aer) -

rcRr'eV(r)

.\/

g(r)

f(r)

z(1)

z(xr")



Modele 4: f|z Gauss-Markov, z Potts

Gauss-Markov comme dans le cas du modeéle 2 :
p(f(r)z(r),z(r"), f ("), 7" € V(r)) =

N(pz(r), ve(r)), ¥r € R

p(flz) o< IT N(p=(r), va(r)) o< [Tx N (mil, E)

Potts-Markov comme dans le cas du Modele 3:

pz) e |y S S aar) - 2(r))

rcRr'eV(r)



Les deux modeles Gauss-Markov-Potts retenus en imagerie

Gauss-Markov-Potts 1 Gauss-Markov-Potts 2

f|z Gaussienne iid f|z Markov
z Potts-Markov z Potts-Markov

(MIG with Hidden Potts) (MGM with hidden Potts)



Les deux modeles retenus (Cas 1D)

—




Modeles a priori choisis et inférence bayésienne
> Modéle d'observation:
g=Hf+e— plg|lf)=N(Hf,o’I)
» Modele a priori

p(f,z)=p(flz)p(z)
p(flz) =T, p(fk) avec p(fi) =N(frlmily, =)

p(z) X exp 1 rer Lwevir 0(2(r) = 2(r"))
» Hyperparamétres 0 = {02, (mk,02),k =1,--- ,K}, {7, K}

p(mk) = N(mk|mk0)0-k(2))7 p(U%) = Ig(UﬂakO)ﬂkO))
p(Xx) = IW(Ek|ako, Aro),  p(oc?) = IG (o3 lag, By)-

» Loi a posteriori conjointe de f, z et 0

p(f,z,0lg) < p(glf,61) p(f|z,02) p(=]603) p(0)



Estimation conjointe de (f, z, ) utilisant p(f, z, 0|g)

Ny D)

~ p(flz.0,9)
~ signifie :

soit arg max (MAP conjointe)

soit échantillonner suivant (Gibbs)

~ p(8|f.2,g) ou
~ p(z|f,0,g9) ou

p(6|z. g)
(=16, 9)

p(flz.0.9) = p(g|f.01)p(f|z, 02)/p(g|z,0) Gaussienne
p(z|f,0,9) o p(glf,01)p(fl|z,02)p(2) Potts
p(z|6,9) = p(glz. 0)p(z)/p(g|0) Potts
p(0|f,z,g9) = p(glf,01)p(f|z,02)p(0)/p(g) Gaussienne/Inverse Gan
p(0lz,g) = p(glz,0)p(0)/p(g) Gaussienne/Inverse Gan

01 = 0'62, 02 = {(mk,ai),k = 1,

K}, 0 =(61,62)



Aspects calculs

p(f,z,0\g) o< p(glf,z ve) p(f|z,m,v) p(z|ax,, K) p(€)
0= {Vea (aka my, Vk)7 k = 1)'7 K}

» L'expression de p(f, z,6|g) est trop complexe

» Approximations possibles :

» Gauss-Laplace
» Exploration utilisant les méthodes MCMC
» Approximations Variationnelles

» Principale idée dans les approches approximations
variationnelles :
Approcher p(f, z,0|g) par une loi plus simple g(f, z,0)

» Choix du critere d'approximation : KL(q : p)

» Choix de familles et de la structure des lois approchantes
q(f,2,0) = ai(f12) a2(2) 43(0)
q(f, 2, 0) = q1(f) 92(=) q3(6)

Familles exponentielles, Lois conjuguées



Applications

» Tomographie X (X ray Computed Tomography)

» Tomographie microondes (Microwave Diffraction
Tomography)

» Tomographie Optique de Diffraction (Optical Diffraction
Tomography)

» Fusion d'images

> Imagerie hyperspectrale

» Séparation de sources en imagerie satelitaires

» Segmentation d'une séquence vidéo

» Super-résolution

» Restauration des documents ancients par sparation d'images
» Imagerie gamma 3D en CND (coll. avec EDF)

» Tomographie X 3D pour des micro structures (coll. avec CEA)
» TEP Spatio-Temporelle (CEA LIST, SHFJ)

» Imagerie SAR Passive (ONERA)



Modeles de Gauss-Markov (signaux et images continus)

N8 D f(r)

r'eV(r)
MAP

J = argmaxs {p(f|g)} = argmins {J(f)}

J(f)=lg- Hf||2+2< -8 > f(r )

r'eV(r)
MAP =Rgularisation quadratique

g=Hf+e€
f(r) image continue : Gauss-Markov
p(f(r)|f(r T.—



Modeles markoviens avec variables cachées lignes

g=HF +e,
f(r) images continues par morceaux :

Variables cachées lignes ou contours: ¢q(r)

p(F(r)la(r). F(r')) = N ( e 2
r’eV(r)
MAP : (}’ q) = argmaxys o {p(f,qlg)}

f = argmax; {p(f|g.a)} = argminy {J(f)}
J(£) =llg — HfI

+> (1—q(r) (f(r) -8 f(?“'))

r’eV(r)

g = argmax, {p(qlg)}




Lien entre modeles a variables cachées et modeles avec
potentiels non convexes

./f’A =argmax{p(f,qlg f:
(f,q)=a f,qx{( )} f:argmfin{Jl(ﬂg)}

7 = argmax {p(1g. )} = argmin {J(1)}
h(F) = lla — HI|?

J(f)=llg - Hf|I? , N

+) o |f(r)-5 f(r')
+> (1 —q(r)) (f(r)—ﬁ > f('r’)) Z ( 2 )
Ld ™)

r’'eVv(r)

q = argmax{p(q|g)} [P it <
4 o) = a?  else,



Modeles markoviens avec variables cachées étiquettes
régions

g=Hf+e

f représente I'image d'un objet composés
d'un nombre finie de matériaux homogenes
Variables cachées étiquettes

z(r)=k, k=1,---,K

Re=A{r : z(r) =k}, R =URk
p(F(r)|z(r) = k) = N(£(r)|my, 0?)
z={z(r),r € R} image segmentée
Champ de Potts :

p(z) x exp |« Z Z (z(r) — z(r"))

reR r'eV(r)







Fusion d'image et segmentation jointe

[Olivier FERON]

gi(r) = fi(r) + ei(r)
p(fi(r)|z(r) = k) = N(mjx, 07 )
|2) = 11; p(fil2)

f
p(f




Fusion d'image en imagerie médicale

[Olivier FERON]




Imagerie optique de diffraction (ODT)

[H. Ayasso, B. Duchéne]
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Imagerie optique de diffraction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchéne]
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Imagerie optique de diffraction (ODT)
[H. Ayasso, B. Duchéne]
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Sgmentation conjoint des images hyper-spectrales

[Adel MOHAMMADPOUR]

gi(r) = fi(r) + ei(r)
p(fi(r)|z(r) = k) = N(m;k,a?k), k=1,--- K
p(flz) = II; p(fil2)

mj, markovienne le long de l'index i




Synthese de Fourier en imagerie microondes

[O. Féron en collaboration avec A. Joisel (DRE)]

g(w) = / f(r)exp[—j(w.r)] dr + e(w)

g(u,v) = / f(x,y)exp[—j(ux + vy)] dx dy + €(u,v)

g=Hf +e€




Conclusion

Approche bayésienne
et
Modeles markoviens simples ou avec des variables
cachées

sont des outils d'inférence
bien appropriés
pour grand nombre de probléemes inverses
en
traitement du signal et d'image
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L. Robillard : Tomographie 3D en contrdle non destructif (CND)
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