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Approche bayésienne en séparation de sources

Avant de détailler l’utilisation de cette approche dans le cadre de la séparation de
sources, il est nécessaire de préciser un point important : Lorsque nous considérons un
signalx(t) (une quantitéx qui varie avec un indext), ou lorsque nous considérons un
paramètreθ qui représente une quantité quelconque, de dire qu’il s’agit d’une variable
aléatoire ou non, n’a pas de sens réel. Lorsque nous attribuons une loi de probabilité
à ce signal (ou à ce paramètre), c’est notre connaissance surce signal (ou sur ce para-
mètre) qui est modélisée. Cette attribution ne change pas laréalité des choses. Cette
loi de probabilité reflète juste notre état de connaissance sur ce signal ou sur ce para-
mètre. Un autre point important est que la règle de Bayes est juste l’outil de base pour
mettre à jour notre état de connaissancea priori (avant avoir observé les données) en
état de connaissancea posteriori(après avoir observé les données) en utilisant la vrai-
semblance qui mesure l’apport des observations. être bayésien est donc une démarche
pour résoudre un problème. Ce chapitre est justement une démonstration de l’applica-
tion de cette démarche pour proposer des solutions aux problèmes de la séparation de
sources.

0.1. Introduction et notations

Avec ces remarques préliminaires, et le fait que nous nous intéressons à la fois
à la séparation des signaux et des images, dans la suite de ce chapitre, les notations
suivantes seront utilisées :

xi(t) ouxi(r) l’observation faite par le capteur numéroi à l’instantt ou
à la positionr, i = 1, · · · , m

sj(t) ousj(r) la source numéroj à l’instantt ou à la positionr, j = 1, · · · , n
x(t) oux(r) le vecteur des observations à l’instantt ou à la positionr
s(t) ous(r) le vecteur des sources à l’instantt ou à la positionr

Chapitre rédigé par Ali MOHAMMAD -DJAFARI.
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T = {1, · · · , T } représente un intervalle du temps
R = {(ri, = (xi, yi)} représente l’ensemble des positions des pixels d’une image

X = {x(t), t ∈ T } ou{x(r), r ∈ R} un tableau représentant toutes les observations
S = {s(t), t ∈ T } ou{s(r), r ∈ R} un tableau représentant toutes les sources

Nous avons alors, dans le cas des signaux 1D :

xi(t) =
n∑

j=1

Ai,jsj(t) + ǫi(t), t ∈ T −→ x(t) = As(t) + ǫ(t) [1]

et dans le cas des signaux n-D, et en particulier dans le cas des images :

xi(r) =
n∑

j=1

Ai,jsj(r) + ǫi(r), r ∈ R −→ x(r) = As(r) + ǫ(r) [2]

Dans les deux cas, nous avons

X = AS + E [3]

où E = {ǫ(t), t ∈ T } ou {ǫ(r), r ∈ R} représente les erreurs de la modélisation
et/ou de mesures, communément apellé le bruit.

Par la suite, par défaut, nous considérons le cas 1D, et seulement lorsqu’il est
nécessaire, nous préciserons les différences et les spécificité du cas n-D.

0.2. Schéma général de l’approche bayésienne

Le schéma général de l’inférence bayésienne dans un problème de séparation de
sources peut se résumer par les étapes suivantes :

– Bien décrire le modèle qui lie les observations aux sourceset en déduire la loi
p(X|A, S) qui est appelée la vraisemblance des inconnues. Dans un modèle du type
X = AS + E, où on suppose le bruit additif, on ap(X |A, S) = pE(X −AS) où
pE est la loi du bruit.

– Attribuer des loia priori à tous les inconnus du problème, c’est-à-dire aux
sourcesp(S) et à la matrice de séparationp(A) pour décrire notre connaissancea
priori ou pour contraindre l’espace des solutions pour rendre le problème bien posé.
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– En utilisant la règle de Bayes, déduire la loia posteriorip(A, S|X)

p(A, S|X) =
p(X |A, S) p(A) p(S)

p(X)
∝ p(X|A, S) p(A) p(S) [4]

où

p(X) =

∫∫
p(X|A, S) p(A) p(S) dS [5]

Cette loi résume l’état de notre connaissance sur les inconnues du problèmes après
avoir pris en compte lesa priori et les observations.

– Utiliser cette loia posterioripour définir une solution ou un ensemble de solu-
tions (des estimateurs pourA et pourS) pour le problème.

Notons que la règle de Bayes nous fourni l’expression de la loi a posteriorid’une
grandeur inconnueZ après avoir observé les donnéesX. Si Z était juste un sca-
laire ou un vecteur de dimension deux, on pourrait représenter la courbe ou la surface
de sa loip(Z|X). Mais, en pratique,Z est un vecteur de très grande dimension, et
l’utilisation directe et la représentation dep(Z) n’est pas facile. On est alors amené à
résumerp(Z|X) par quelques grandeurs comme par exemple, son mode, sa moyenne,
sa médiane, les modes de ses loi marginales, etc. [JAY 68, ROB92, ROB 97]. C’est
ainsi qu’on se trouve face aux estimateurs dites le maximuma posteriori(MAP), la
moyennea posteriori(MP), etc.

Dans un problème de séparation de sources, nous avons deux jeux d’inconnus :A
etS. C’est pourquoi, à partir d’ici, trois directions s’ouvrent à nous :

1. Estimation jointe :
On cherche à calculer(Â, Ŝ) en utilisant la loi jointep(A, S|X), par exemple

(Â, Ŝ) = arg max
(A,S)

{J(A, S) = ln p(A, S|X)} [6]

2. Estimation deA :
On s’intéresse à l’identification de la matrice de mélange enutilisant la loip(A|X)
qui peut être obtenue en intégrantp(A, S|X) par rapport àS, par exemple :

Â = argmax
A
{J(A) = ln p(A|X)} [7]

3. Estimation deS :
On s’intéresse à la séparation des sources proprement dite en utilisant la loip(S|X)
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qui peut être obtenue en intégrantp(A, S|X) par rapport àA, par exemple :

Ŝ = argmax
S
{J(S) = ln p(S|X)} [8]

Dans chacun de ces cas, le MAP peut aussi être remplacé par la moyennea poste-
riori ou par d’autres estimateurs.

0.3. Sources indépendantes et blanches et liens avec ACP, ACI et autres méthodes
classiques

Pour illustrer le schéma général de l’approche bayésienne et montrer son lien avec
les méthodes classiques de la séparation de sources, rien demieux que de l’appliquer
dans un cas où on puisse faire des calculs d’une manière simple. Prenons le modèle
x(t) = As(t) + ǫ(t) et faisons tout d’abord l’hypothèse que les bruitsǫ sont indé-
pendants, blancs, centrés, gaussiens de variances connuesσǫi = σǫ. On a alors

p(X|A, S) =
∏

t

N (x(t)−As(t),Σǫ) [9]

avecΣǫ = σǫI. Il s’agit de l’application de la première étape de l’approche bayé-
sienne. L’étape suivante est l’attribution des loia priori pour les sources et pour la
matrice de mélange.

Rappelons que les sourcesS = s1..T sont caractérisées par leur lois de proba-
bilité p(s1..T ). Une hypothèse principale dans la plupart des méthodes classiques de
séparation de sources est l’indépendance des sources. Cette indépendance, strictement
parlant, signifiep(S) =

∏
j p(sj1..T ). Une autre hypothèse est la blancheur (l’indé-

pendance dans le temps), ce qui signifiep(s1..T ) =
∏

t p(s(t)). La combinaison de
ces deux hypothèses donne :

p(S) = p(s1..T ) =
∏

t

p(s(t)) =
∏

t

∏

j

pj(sj(t)) [10]

oùpj est la loia priori de la sourcesj(t).

Nous verrons par la suite que dans l’approche bayésienne on n’a pas besoin de ces
hypothèses. Mais pour l’instant nous allons faire ces hypothèses pour voir le lien entre
l’ACP et l’ACI avec l’approche bayésienne [MOH 99].
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Concernant la matrice de mélange, nous faisons pour l’instant l’hypothèse que
nous ne connaissonsa priori pas grand chose sur la matrice de mélangeA, ce qui
peut être traduit par l’attribution d’une loia priori uniformep(A) = cte ou une
gaussiennep(aij) = N (0, σ2

a) avec une varianceσ2
a très grande [KNU 99, KNU 01,

ROB 99, ROB 01, MOH 99].

Bien entendu, dans la suite de ce chapitre, nous reviendronssur chacune de ces
hypothèses, mais pour l’instant, l’objectif est de montrerle principe de la méthode.
Nous avons alors tous les ingrédients pour trouver l’expression de la loia posteriori

p(A, S|X) ∝ p(X |A, S) p(S) p(A)

∝
∏

t

[N (x(t)−As(t),Σǫ) p(s(t))] p(A) [11]

Analysons alors les différentes solutions :

1. A connue, estimation deS :

p(S|A, X) ∝ p(X |A, S) p(S) ∝
∏

t

[N (x(t)−As(t),Σǫ) p(s(t))] [12]

Il est alors facile de montrer que

− ln p(S|A, X) =
∑

t

1

σǫ
2
‖x(t)−A, s(t)‖2 − ln p(s(t)) + c

où c est une constante indépendante deS. Pour pouvoir aller plus loin dans les cal-
culs, il faut préciser l’expression dep(s(t)). Bien que naïf, supposonsp(s(t)) =
N (0, σ2

sI). Alors p(S|A, X) est gaussienne

p(S|A, X) =
∏

t

p(s(t)|A, x(t)) =
∏

t

N (ŝ(t), Σ̂) [13]

et l’estimé au sense du MAP ou de la moyennea posteriorideS s’obtient facilement
en cherchant̂S qui maximise− ln p(S|A, X) par rapport àS et qui s’écrit :

ŝ(t) =
(
A′A + λsI

)−1
A′x(t) ou encore Ŝ =

(
A′A + λsI

)−1
A′X [14]
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où λs = σǫ
2/σ2

s . Notons aussi quêΣ = σǫ

(
A′A + λsI

)−1
et que lorsqueσ2

s est
très grand par rapport àσǫ

2, alorsλs ≃ 0 et ŝ(t) = A+x(t) où A+ est l’inverse
généralisée deA lorsqu’elle existe.

2. SourcesS connues, estimation deA :

p(A|S, X) ∝ p(X |A, S) p(A) ∝
∏

t

N (x(t)−As(t),Σǫ) p(A) [15]

Il est alors facile de montrer quep(A|S, X) est gaussienne et que

− ln p(A|S, X) =
∑

t

1

σǫ
2
‖x(t)−As(t)‖2 − ln p(A) + c

où c est une constante indépendante deA. Alors, l’estimé au sense du MAP ou de
la moyennea posteriori de A s’obtient facilement en cherchant̂A qui maximise
− ln p(A|S, X) par rapport àA et qui s’écrit :

Â =

(
∑

t

s(t)s′(t) + λaI

)−1∑

t

x(t)s′(t) =
(
SS′ + λaI

)−1
XS′ [16]

oùλa = σǫ
2/σ2

a. Notons que lorsqueσ2
a est très grand par rapport àσǫ

2, alorsλa ≃ 0.

3. Estimation jointe deA et deS :

Ecrivant l’expression dep(A, S|X) on a :

− ln p(A, S|X) =
∑

t

[
1

σǫ
2
‖x(t)−A, s(t)‖2 + ln p(s(t))

]
+ ln p(A) + c [17]

où c est une constante indépendante deA et deS. Si on s’intéresse à l’estimation
jointe au sens du MAP, on aura à maximiserJ(A, S) = − ln p(A, S|X) par rap-
port à ses arguments. Un algorithme simple et souvent utilisé est maximiser ce critère
alternativement par rapport àS et ensuite par rapport àA, ce qui revient à :






Ŝ = argmax
S

{
p(S|Â, X)

}
= argmin

S

{
‖X − ÂS‖2 − ln p(S)

}

Â = argmax
A

{
p(A|Ŝ, X)

}
= argmin

A

{
‖X −AŜ‖2 − ln p(A)

} [18]
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Cependant, il n’y a, en général, aucune garantie qu’un tel algorithme converge vers
la solution MAP jointe. D’autre part, la difficulté de l’optimisation dans chaque étape
dépend bien sure des choix pourp(s(t)) et pourp(A). Dans le cas des hypothèses
gaussiennes des deux exemples précédents, on a :

− ln p(A, S|X) =
∑

t

[
1

σǫ
2 ‖x(t)−A, s(t)‖2 − 1

σ2
s
‖s(t)‖2

]
+ 1

σ2
a
‖A‖2 + c

On peut alors constater que ce critère est quadratique enS àA fixée, et quadratique
enA àS fixée, ce qui permet d’obtenir une solution analytique pour chaque étape :





Ŝ = (Â

′
Â + λ1I)−1Â

′
X,

Â =
(
ŜŜ

′
+ λ2I

)−1

XŜ
′ [19]

ou encore

{
ŝ(t) = (Â

′
Â + λsI)−1Â

′
x(t),

Â =
(∑

t ŝ(t)ŝ′(t) + λaI
)−1∑

t x(t)ŝ′(t)
[20]

Cependant, bien que ce type d’algorithmes intuitifs sont souvent utilisé, non seulement
il n’y a aucun garantie de convergence, mais aussi qu’il est difficile de caractériser la
solution obtenue, car bien que ce critère est quadratique enS àA fixée, et quadratique
enA àS fixée, il n’est pas convexe en couple(A, S) car il est bilinéaire.

Cet algorithme avecλa = λs = 0 correspond à l’optimisation alternée du critère
des moindre carréesJ(A, S) = ‖X −AS‖2 par rapport àS et àA utilisé couram-
ment en spéctrométrie [BRO 97, CAM 81, ATT 98, ATT 99, MOU 03b,MOU 03a,
MOU 04b, MOU 04a]. En effet, la mise en oeuvre de tels algorithmes est très simple,
mais si on ne contraint pas la solution, ce genre d’algorithme ne convergera pas. C’est
pourquoi, ces algorithmes sont utilisés en imposant des contraintes du genre positi-
vité :
{

ŝ(t)= (Â
′
Â)−1Â

′
x(t), puis appliquer des contraintes surŝ(t)

Â =
(∑

t ŝ(t)ŝ′(t)
)−1∑

t x(t)ŝ′(t), puis appliquer des contraintes surÂ

Cependant, étudier la convergence de tels algorithmes et les propriétés de la solu-
tion obtenue n’est pas facile. La prise en compte dep(s(t)) et dep(A) n’est réellement
pas plus compliquée tant qu’on ne cherche pas la rigueur mathématique. Par exemple,
si on choisi des loi gaussiennes tronquées pourp(s(t)) et pourp(A) pour imposer la
positivité, la modification à apporter à l’algorithme précédent reste assez simple :
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{
ŝ(t) = (Â

′
Â + λsI)−1Â

′
x(t), puis appliquer des contraintes surŝ(t)

Â =
(∑

t ŝ(t)ŝ′(t) + λaI
)−1∑

t x(t)ŝ′(t), puis appliquer des contraintes surÂ

oùλs etλa sont, respectivement, inversement proportionnelles aux variancesσ2
s etσ2

a

des loi gaussiennes tronquées des éléments de la matrice de mélange
p(aij) = 0 si aij < 0 etp(aij) = 2N (0, σ2

a) si aij ≥ 0
et des sources
p(sj(t)) = 0 si sj(t) < 0 etp(sj(t)) = 2N (0, σ2

s) si sj(t) ≥ 0.

3. Estimation deA en marginalisantS :

L’idée est, d’intégrerp(A, S|X) par rapport àS pour obtenir la loi marginale
p(A|X) et l’utiliser ensuite pour estimerA. Ceci peut se faire d’une autre manière
en remarquant quep(A|X) ∝ p(X|A)p(A). On a alors besoin d’exprimerp(X|A).
Pour cela, rappelons que, si on suppose les signauxs(t) etǫ(t) indépendants et blancs,
alorsx(t) est aussi blanc, c’est-à-direp(X|A) =

∏
t p(x(t)|A) où

p(x|A) =

∫∫
p(x, s|A) ds =

∫∫
p(x|A, s) p(s) ds

Notons aussi que lorsquep(A) est choisi uniforme, on ap(A|X) ∝ p(X|A), c’est à
dire la vraisemblance deA dans les donnéesX.

On peut alors montrer que la plupart des méthodes classiquesde l’ACP et de l’ACI
reviennent à estimerA en approximant l’expression de la vraisemblancep(X|A) et
en le maximisant par rapport àA. En effet trouver une expression simple pour cette
vraisemblance n’est possible que dans deux cas : i) le cas gaussien et ii) le cas d’un
modèle sans bruit.

Cas gaussien et lien avec ACP:

En effet, si nous supposons les sourcess(t) et les bruitsǫ(t) gaussiennes, on a :

p(x(t)|A, s(t),Σǫ)= N (As(t),Σǫ)
p(s(t)|Σs) = N (0,Σs)

−→ p(x(t)|A,Σǫ,Σs) = N (0, AΣsA
′+Σǫ)

Chercher alors la matrice de mélangeA qui maximise la vraisemblance

p(X|A,Σǫ,Σs) =
∏

t

p(x(t)|A,Σǫ,Σs)
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devient équivalent aux algorithmes de l’ACP qui consiste enestimation de la matrice
de covariance des observationsx1..T parΣx = 1

T

∑
t x(t)x′(t) et son identification

avecAΣsA
′ dans le cas d’un modèle sans bruit(Σǫ = 0) ou avecAΣsA

′+Σǫ dans
le cas plus général.

Cas non-gaussien et lien avec ACI:

Dans le cas non-gaussian, il n’est pas possible d’obtenir une expression analytique
pour l’estimée au sens du MV, car premièrement, il est rare qu’on puisse obtenir une
expression analytique pour la vraisemblance, et même lorsque cela est possible, cette
expression n’est pas quadratique enA. Cependant, il y a un cas où on peut au moins
obtenir une expression pour la vraisemblance est lorsque lemodèle d’observation est
supposée sans bruit (ǫ = 0) et inversible. C’est dans ce cas que la plupart des mé-
thodes de l’ACI ont été développées [HYV 00, JUT 91, COM 91, COM 94, PHA 96,
CAR 99, JUT 00, BEL 94, BEL 95, CAR 96, CAR 97, CAR 98]. En effet,dans ce cas
x(t) = As(t) et si on supposeA inversible :A = B−1, il est alors facile de montrer
que

ln p(X|B) =
T

2
ln |B|+

∑

t

∑

j

ln pj([Bx(t)]j) + c [21]

oùc est une constante ne dépendant pas deB et oùpj est la loia priori de la sourcesj .
Si maintenant on note pary(t) = Bx(t), le schéma d’un algorithme itératif du type
gradient pour la recherche de la matrice de séparationB qui maximiseln p(x1..T |B)
devient

B(k+1) = B(k) − γH(y) avec H (y) = φ(y)yt − I, [22]

où φ(y) = [φ1(y1), . . . , φn(yn)]t avec φj(z) = −
p′

j(z)

pj(z) .

Il est à noter que l’expression des opérateurφj(yj) dépend de la l’expression de
la loi a priori des sources. Le tableau suivant donne un certain nombre de ces expres-
sions.
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Gauss p(z) ∝ exp
[
−αz2

]
φ(z) = 2αz

Laplace p(z) ∝ exp [−α|z|] φ(z) = αsign(z)

Cauchy p(z) ∝
1

1 + (z/α)2
φ(z) = 2z/α2

1+(z/α)2

Gamma p(z) ∝ zα exp [−βz] φ(z) = −α/z + β

loi sous-gaussiennes p(z) ∝ exp

[
−

1

2
z2

]
sech2(z) φ(z) = z + tanh(z)

mélange de gaussiennes
p(z) ∝ exp

[
− 1

2 (z − α)2
]

+ exp
[
− 1

2 (z + α)2
] φ(z) = αz − α tanh(αz)

Ce schéma avec d’autres variants (autres algorithmes que dugradient et éventuel-
lement avec d’autres contraintes supplémentaires) forme la base d’un grand nombre
d’algorithmes classiques de séparation de sources.

Cas non-gaussien et lien avec l’algorithme EM:

Nous venons de voir que dans le cas général, obtenir une expression analytique
pour la vraisemblance n’est pas possible. C’est alors ici que l’algorithme EM inter-
vient comme un algorithme itératif qui converge localementvers la solution au sens
du MV [DEL 99]. Sans entrer dans le détail de la présentation de cet algorithme, nous
donnons ici une interprétation qui considère les sources comme des variables cachées
et donc les observationsX comme des données incomplètes et l’ensemble(X, S)
comme des données complètes.

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)

Figure 1. Modèle de séparation de sources où les sources sont considérées
commes des variables cachées.

L’algorithme EM devient alors






E : Q(A, Â)=

∫∫
J(x, s) p(x, s|Â) ds

M : Â = argmax
A

{
Q(A, Â)

} [23]

où J(x, s) = ln p(x, s|A) = ln p(x|A, s) + ln p(s) est la log-vraisemblance des
données complète. Mais, malheureusement, là encore l’étape de calcul de l’espérance
n’est possible analytiquement que dans le cas gaussien.
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Dans le cas gaussienJ(x, s) = ‖x − As‖2 + λs‖s‖2. Alors, en le remplaçant
et en calculant l’expression deQ(A, Â) en ne gardant que les termes qui dépendent
deA, on montre que cet algorithme devient équivalent à l’algorithme derestauration-
maximisationsuivant :





E : Ŝ = E

{
S|Â, X

}

M : Â= argmax
A

{
p(A|Ŝ, X)

} [24]

ce qui peut être comparé avec l’algorithme d’optimisation conjointe dep(A, S|X) où
la première maximisation par rapport àS est remplacée par le calcul de la moyennea
posteriori. Les deux algorithmes sont équivalents dans le cas gaussien.

4. Intégration par rapport à A :

De la même manière que nous avons intégrép(A, S|X) par rapport àS pour ob-
tenir la loi marginalep(A|X), on peut envisager l’intégration par rapport àA pour
obtenirp(S|X) et estimer directementS. Cette voie n’est pas très utilisée car l’inté-
gration par rapport àA n’est pas aisée, mais on peut montrer que dans le cas gaussien,
on retrouve un algorithme du typerestauration-maximisationdu paragraphe précé-
dent.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous focalisons particulièrement sur l’estimation
jointe qui nous semble la plus complète, et étudierons surtout les effets des différentes
modélisation des sources.

0.4. Choix des loia priori et expressions des loia posteriori

Une étape essentielle dans n’importe quelle méthode de séparation de sources est
la modélisationa priori des sources. Dans la suite de ce chapitre, nous verrons com-
ment les modélisation de plus en plus élaborée des sources etde la matrice de mélange
conduit à des méthodes et algorithmes de séparation de sources de plus en plus pré-
cises.

Nous venons aussi de voir que dans l’approche bayésienne, pour être capable d’ex-
primer la loi a posteriori , il faut déterminer la vraisemblancep(X |A, S) et les loi
a priori p(A) et p(S). Mais, évidemment ces différentes loi dépendent aussi des hy-
per paramètres. Par exemple, si on suppose le bruit centré etGaussien,p(X|A, S)
dépend de la matrice de covarianceθǫ = Σǫ du bruit. De même,p(S) dépendra
d’un ensemble de paramètresθs et p(A) deθA. Nous noterons parθ = (θǫ, θs, θA)
l’ensemble de ces hyper paramètres, qu’il faut aussi estimer. Naturellement, dans une
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approche bayésienne, on attribue aussi une loia priori p(θ) à ces paramètres. On a
alors

p(A, S, θ|X) ∝ p(X|A, S,Σǫ) p(A|θA) p(S|θs) [25]

Par la suite, nous faisons les choix suivants :

— Les bruitǫi sont supposés mutuellement indépendants, centrés et gaussiennes, ce
qui donne :

p(X|A, S,Σǫ)=
∏

t

N (As(t),Σǫ)

∝ exp

[
−1

2

∑

t

(
(x(t)−As(t))′Σ−1

ǫ (x(t)−As(t))
)
]

∝ exp

[
−1

2
(
∑

t

Tr
{(

x(t)−As(t))Σ−1
ǫ (x(t)−As(t))′

)}
]

— Pour les éléments de la matrice de mélange, suivant l’application, on choisit :

– Gaussiennes :

p(Aij) = N (Mji, σ
2
a,ij) −→ p(A|θA) = N (MA, ΣA)

– Gaussiennes généralisées :

p(Aij) ∝ exp [−γ|Aij |]

pour prendre en compte la sparcité des éléments de la matrice;

– Gamma :

p(Aij) = G(αj , βj) ∝ A
αj−1
ij exp [−βjAij ]

pour assurer leurs positivités (par exemple en spéctrométrie) ; ou

– uniforme pour le cas général.

— Pour les hyper paramètres, nous choisissons des loi conjuguées, c’est-à-dire des
loi inverse gamma pour les variance, des loi inverse Wishartpour les matrices de
covariance et des loi normales pour les moyennes [SNO 02].

Par la suite, nous discuterons surtout les différents choixpour la modélisation des
sources. Mais auparavant, nous allons mentionner les différentes possibilités de choix
des estimateurs et des algorithmes possibles pour leurs calcul. Le point essentiel est
qu’à partir de l’expression de la loia posteriori p(S, A, θ|X), on peut envisager
différents schémas :
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Alg. 1 : Ŝ ∼ p(S|Â, θ̂, X) −→ Â ∼ p(A|Ŝ, θ̂, X) −→ θ̂ ∼ p(θ|Â, Ŝ, X)

Alg. 2 : Ŝ ∼ p(S|Â, θ̂, X) −→ Â ∼ p(A|θ̂, X) −→ θ̂ ∼ p(θ|Â, X)

Alg. 3 : Ŝ ∼ p(S|Â, θ̂, X) −→ Â ∼ p(A|θ̂, X) −→ θ̂ ∼ p(θ|X)

Dans chacun de ces schémas,∼ signifie soitégale à l’argument qui maximiseou
échantillonner suivant. Le premier correspond à un estimateur du type MAP et né-
cessite donc un algorithme d’optimisation. Le deuxième cascorrespond à un estima-
teur du type la moyennea posterioriet l’utilisation des techniques d’intégration par
MCMC. Évidemment, la mise en œuvre deAlg. 1 est la plus simple car nous disposons
déjà l’expression de toutes les loi conditionnelles nécessaires :

p(S|A, θ, X) ∝ p(X|S, A, θǫ) p(S|θs),

p(A|S, θ, X) ∝ p(X|S, A, θǫ) p(A|θA), [26]

p(θ|A, S, X) ∝ p(X|S, A, θǫ) p(θ)

Alg. 2 nécessite l’intégration par rapport àS pour obtenirp(A|θ, X) etp(θ|A, X) :

p(A|θ, X) ∝ p(X|A, θǫ) p(A|θA),

p(θ|A, X) ∝ p(X|A, θǫ) p(θ)

avec p(X |A, θǫ) =

∫∫
p(X|S, A, θǫ) p(S|θs) dS [27]

qui n’est pas toujours possible.

Alg. 3 nécessite une étape de marginalisation par rapport àS pour obtenirp(A|θ, X)
et une étape de marginalisation supplémentaire par rapportàA pour obtenirp(θ|X) :

p(θ|X) ∝ p(X|θǫ) p(θ),

avec p(X |θǫ) =

∫∫
p(X|A, θǫ) p(A) dA [28]

qui ne sont pas toujours possible.
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0.5. Modélisation des sources

Nous avons déjà étudié le cas des sources gaussiennes et le lien avec l’ACP. Il est
évident que sans la prise en compte de la dynamique temporelle des sources (diffé-
rences entre les fonctions de corrélations ou entre les densités spectrales), on ne peut
séparer les sources gaussiennes. Par contre, dès que les sources sont non-gaussiennes,
la séparation est possible si les sources ont des loi de probabilités différentes. Parmi les
différents choix de loi de probabilités pour les sources on peut mentionner les loi gaus-
siennes généralisées (GG), [SNO 03, SNO 04, ICH 03b], des loiGammas [MOU 03a]
et des loi de mélange de gaussiennes (MoG) [SNO 04, ROB 03, ICH03b, ICH 03a,
ICH 03c].

Par la suite, nous distinguons donc deux cas : le cas dessignaux stationnaireset le
cas dessignaux non stationnaires.

Dans le premier cas, nous considérons la modélisation des loi des sources par des
gaussiennes généralisées, Gamma ou par des mélange de gaussiennes que nous les
nommerons IGG, IG et IGM. (le préfix I s’entend iid). Nous nousfocaliserons surtout
sur IGM, car naturellement elles introduisent la notion de variable cachée de classi-
fication, et fournissons un certain nombre d’algorithmes que nous avons développés
avec cette modélisation.

Dans le deuxième cas, nous considérons la modélisation des loi des sources non
stationnaires à l’aide des variables cachées qui nous permettrons de modéliser d’une
manière bien contrôlée la non stationnarité des sources. Enparticulier, nous étudierons
les cas de la modélisation par chaîne ou par champs de Markov cachés.

0.6. Modélisation des sources blanches non gaussiennes mais stationnaires

0.6.1. Gaussienne généralisée

Dans cette modélisation, la loi de chaque sourcesj(t) est :

p(sj |γj , βj) ∝ exp [−βj|sj |
γj ] , 1 ≤ βj ≤ 2 [29]

Ainsi, les loi des sources sont paramétrisées parβ = {β1, · · · , βn} etγ = {γ1, · · · , γn},
La figure suivante montre un exemple de réalisation d’un signal gaussienne en com-
paraison avec une réalisation d’un signal GG.

Avec cette modélisation, il est facile de montrer que
− ln p(S, A|X, γ, β) ∝ −

∑

t

[
(x(t)−As(t))′Σ−1

ǫ (x(t)−As(t)) +
∑

j

βj |sj(t)|
γj
]
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Gaussienne Gaussienne généralisée

p(sj(t)) = N (0, σ2
j ) ∝ exp

[
− 1

σ2
j

|sj(t)|2
]

p(sj(t)) ∝ exp [−βj |sj(t)|γj ]

p(sj(t), t = 1..T ) ∝ exp
[
− 1

σ2
j

∑
t |sj(t)|2

]
p(sj(t), t = 1..T ) ∝ exp [−βj

∑
t |sj(t)|γj ]

Figure 2. Exemples de réalisations d’un signal gaussien et d’un signal GG.

et si on est capable de fixera priori les hyper paramètres, on peut alors utiliser l’algo-
rithme suivant :






ŝ
(k+1)
j (t) = argmin

sj(t)

{
J1(sj(t)) = − ln p

(
sj(t)|x(t), Â

(k)
, ŝ

(k)
k 6=j(t)

)}

Â
(k+1)

= argmin
A

{
J2(A) = − ln p(A|Ŝ

(k)
, X)

}

où






J1(sj(t)) =
∑

i

∣∣xi(t)−Aijsj(t)−
∑

j′ 6=j

Aij′ ŝ
(k)
j′ (t)

∣∣2 + βj

∑

j

|sj(t)|
γj

J2(A) =
∑

t

‖x(t)−Aŝt‖2 + ln p(A)

On peut utiliser différent algorithmes d’optimisation (point fixe ou de descente de
gradient) pour l’optimisation deJ1(sj(t)) tant que2 ≥ γj > 1, et si on choisit
une loi uniforme ou Gaussienne pourp(A), le critèreJ2(A) a une solution explicite.
Avec d’autres choix pourp(A), par exemple la loi gamma, on peut aussi utiliser un
algorithme de descente pour l’optimisation deJ2(A).

Mais, on peut aussi attribuer des loia priori conjuguées à l’ensemble des para-
mètres et hyper-paramètresθ = (A,Σǫ, γ, β) du problème pour obtenir une expres-
sion pour la loia posteriori

p(A,Σǫ, γ, β|x1..T ) ∝ p(x1..T |A,Σǫ, γ, β) p(A) p(Σǫ) p(γ) p(β). [30]
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On peut alors estimer d’abord(A,Σǫ, γ, β) et les utiliser ensuite pour estimer les
sources. Mais, l’obtention de l’expression exacte dep(A,Σǫ, γ, β|x1..T ) est difficile
et on peut alors recourir de nouveaux à l’algorithme EM où lessources sont considé-
rées comme des variables cachées (données manquantes) comme c’est illustré sur la
figure suivante.

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)

p(x(t)|s(t), A,Σǫ) = N (As(t),Σǫ)
p(sj(t)|γj , βj) ∝ exp [−βj|sj |

γj ]

Figure 3. Un modèle de séparation de sources où les ources sont considérées
comme des variable cachées.

La principale difficulté réside alors dans l’étape de l’espérance qui nécessite une
intégration. Trouver une expression exacte et analytique pour ces intégrales est rare-
ment possible. On utilise alors de nouveau soit une approximation, soit une estimation
via MCMC (Méthodes du type approximation de Rao-Blackwell ou du type SEM
[SNO 03]).

Une autre possibilité est recourir à des techniques variationnelles qui cherchent à
l’approximer cette loi par une loi séparable :

p(A,Σǫ, γ, β|x1..T ) ≃
∏

t

p(A,Σǫ|x(t), s(t)) p(γ|s(t)) p(β|s(t))

ce qui permettrait alors de développer des techniques d’échantillonnage plus simples.
Les lecteurs intéressés par l’utilisation de cette modélisation et les différentes utilisa-
tions et implémentations se référer aux [ICH 03c].

0.6.2. Mélange de gaussiennes

Dans cette modélisation, la loi de chaque sourcesj(t) est :

p(sj |αjk, mjk, σ2
j k

) =

Kj∑

k=1

αjkN (mjk, σ2
j k

) avec
Kj∑

k=1

αjk = 1 [31]

Ainsi, la lois de chaque sourcesj est paramétrée par



Approche bayésienne en séparation de sources 19

(Kj , mj. = {mjk, k = 1, · · · , Kj}, σj. = {σ2
j k

, k = 1, · · · , Kj}

et les loi des sources sont donc paramétrisées parK = {K1, · · · , Kn}, α = {αjk},
m = {mj., j = 1, · · · , n} et σ = {σj., j = 1, · · · , n}.

Le principal intérêt de cette modélisation se trouve dans l’interprétation deαjk =
P (zj(t) = k) ce qui nous permet d’introduire la variable cachéezj(t) qui peut prendre
des valeurs discrètesk = 1, · · · , Kj.

Ainsi, on peut écrire

p(sj(t)|zj(t) = k, mjk, σ2
j k

) = N (mjk, σ2
j k

) etP (zj(t) = k) = αjk. [32]

et le problème se ramène à l’estimation de s(t) = {s1(t), · · · , sn(t)}, de
z(t) = {z1(t), · · · , zn(t)} et les hyperparamètres(A,Σǫ) etθs = (m, σ).

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)|zj(t)
• • • • • • • • • • • zj(t) ∈ {1, · · · , K}

p(x(t)|s(t), A,Σǫ) = N (As(t),Σǫ)
p(sj(t)|zj(t) = k, mjk, σ2

j k
) = N (mjk, σ2

j k
)

P (zj(t) = k) = αjk

Figure 4. Modèle de mélange et des variables cachées

Notons aussi que les sources étant modélisées par des mélanges de gaussiennes et
les observations étant mélanges instantanées des sources,on a

p
(
xi(t)|A, z(t), m, σ

)
= N




∑

j

Aijmjzj(t),
∑

j

Aijσjzj(t)Aji + σ2
ǫi



 [33]

ce qui signifie que la loi de chaque observationxi(t) est aussi une loi de mélange avec
Ki =

∏
j Kj composantes.

Nous avons utilisé cette modélisation et avons développé uncertain nombre d’al-
gorithmes de séparation. Ici, nous mentionnons un algorithme qui est basé sur l’esti-
mation jointe des sourcesS, des variables cachéesZ, de la matrice de mélangeA, et
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1

2

1

2

s1(t) s2(t)

1.5

2

2.5

3

1.5

2

2.5

3

x1(t) x2(t)

Figure 5. Signaux sourcess1 et s2 sont des mélange de 2 gaussiennes.
Signaux observésx1 etx2 sont aussi des mélanges de gaussiennes, mais

chacun a, au plus 4 composants.

des hyperparamètresmjk etσ2
j k

en maximisant la loia posteriorijointep(S, Z, A, θ|X),
respectivement par rapport à ses arguments :






ŝ(t) = argmin
s(t)

{
J1(s(t)) = − ln p

(
s(t)|x(t), ẑ(t), Â, ŝ(t)

)}

Â = argmin
A

{
J2(A) = − ln p

(
A|Ŝ, X

)}

ẑ(t) = argmin
z(t)

{
J3(z(t)) = − ln p

(
z(t)|ŝ(t), θ̂

)}

θ̂ = argmin
θ

{
J4(θ) = − ln p

(
θ|ŝ(t), ẑ(t)

)}

[34]

Pour d’autres implémentations basées sur l’échantillonnage de la loia posterioriet
les loi marginales associéesp(S|A, Z, θ, X), p(Z|S, θ), p(A|S, θ, X) etp(θ|A, S, X) :






ŝ(t) ∼ p
(
s(t)|ẑ(t), Â, θ̂, x(t)

)

Â ∼ p
(
A|Ŝ, X

)

ẑ(t) ∼ p
(
z(t)|ŝ(t), θ̂

)

θ̂ ∼ p
(
θ|ŝ(t), ẑ(t)

)
[35]
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ou encore ceux qui sont basés sur l’estimation de la matrice de mélange et des hyper-
paramètres en intégrant les sources en utilisant un algorithme du type EM se référer à
[SNO 00, SNO 01, SNO 03, SNO 04].

0.7. Prise en compte de la corrélation temporelle

Supposer que les signaux sourcess(t) sont temporellement blanche est une hypo-
thèse irréaliste. Dans la plupart des méthodes de séparation de sources, avant appliquer
l’algorithme de séparation, on "blanchi" des signaux. Mais, il est possible d’inclure
cette étape d’une manière optimale dans la méthode de séparation en modélisant les
sources. Un outil simple pour cela est la modélisation markovienne qui peut être uti-
lisée à la fois pour des signaux 1D ou nD. Le cas des modèles de Gauss-Markov est
intéressant car, premièrement simple à implémenter, et deuxièmement liés aux notions
de la fonction d’auto-corrélation et la densité spectrale de puissance des signaux. Ces
modèles ont été utilisés avec succès pour la séparation de sources des signaux audio
ou en séparation des images en CMB.

Un modèle de Gauss-Markov d’ordre 1 pour le cas 1D

p(sj(t)|sj(t− 1)) = N (αjsj(t− 1), σ2
j )

∝ exp

[
−1

2σ2
j

(
sj(t)− αjsj(t− 1)

)2
]

[36]

est équivalent d’un processus AR d’ordre 1

sj(t) = αjsj(t− 1) + ηj(t), p(ηj(t)) = N (0, σ2
j ). [37]

Ces modèles se caractérisent avec deux paramètresα et σ2. Mais souvent, on utilise
un modèle très proche qui est caractérisé seulement avec un seul paramètre

p(sj(t)|sj(t− 1)) = N
(
sj(t− 1), 1/(2βj)

)

∝ exp
[
−βj

(
sj(t)− sj(t− 1)

)2]
[38]

ce qui permet d’écrire

p(sj(t), t ∈ T ) ∝ exp



−βj

∑

j

(
sj(t)− sj(t− 1)

)2


 [39]
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L’extension au cas des images s’écrit :

p(sj(r)|sj(r
′), r′ ∈ V(r)) ∝ exp



−βj

(
sj(r)−

∑

r′∈V(r)

sj(r
′)

)2


 [40]

p(sj(r), r ∈ R) ∝ exp



−βj

∑

r∈R

(
sj(r)−

∑

r′∈V(r)

sj(r
′)

)2


 [41]

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• sj(t)|sj(t− 1)

t− 1, t, t + 1

Figure 6. Un modèle de Markov pour des sources

0.8. Modélisation des sources non stationnaires

Supposer que les signauxs(t) et par conséquences les observationsx(t) sont sta-
tionnaires sur l’intervalle de l’observationT = {1..T } est trop idéal. Ceci est encore
moins vrai en séparation d’images lorsques(r) etx(r) représentent, respectivement,
des images sources et des images observées. En effet, dans une image, il y a souvent
des zones homogènes séparées par des contours. Un outil simple de la prise en compte
de la non stationnarité est la modélisation markovienne avec des variables cachées de
contours ou de régions. Une présentation très succinctes deces différentes modélisa-
tions se suit.

0.8.1. chaîne de Markov avec variable cachée représentant des ruptures

Dans cette modélisation on introduit une variable binaireqj(t) qui représente les
instants de ruptures. Deux modélisations différentes ont été proposées :

p(sj(t)|sj(t− 1), qj(t)) =

{
N (αjsj(t− 1), σ2

j ) si qj(t) = 0,
N (0, σ2

j ) si qj(t) = 1,
[42]
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a)

t

s(t)s

p(s
)

τ

Γ(τ)=E[s(t) s(t+τ)]

ν

S(ν)=FT[Γ(τ)]

b)

t

s(t)s

p(s
)

τ

Γ(τ)=E[s(t) s(t+τ)]

ν

S(ν)=FT[Γ(τ)]

Figure 7. Deux signaux AR1 avec des coefficients, respectivement, .7 et .95. A
droite de chaque signal sont représentées leurs fonctions d’autocorrélation

Γ(τ ) et leurs densité spectrale de puissancesS(ν) = TF [Γ(τ )].

avec deux paramètres(αj , σ
2
j ), et

p(sj(t)|sj(t− 1), qj(t))

=

{
N (sj(t− 1), 1/(2βj)) si qj(t) = 0,
N (0, 1/(2βj)) si qj(t) = 1,

∝

{
exp

[
−βj(sj(t)− sj(t− 1))2

]
si qj(t) = 0,

exp
[
−βj(sj(t))

2
]

si qj(t) = 1,
[43]

avec un seul paramètreβj = 2/σ2
j .



24 Séparation de Sources

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← •← • •← •← •← •← •←• sj(t)|sj(t− 1), qj(t)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 qj(t) = {0, 1}

t− 1, t, t + 1 t− 1, t, t + 1

p(sj(t)|sj(t− 1), qj(t)) ∝ exp
[
−βj

(
sj(t)− (1− qj(t))sj(t− 1)

)2]

p(sj(t), t ∈ T |q) ∝ exp
[
−βj

∑
t

(
sj(t)− (1 − qj(t))sj(t− 1)

)2]

Figure 8. Chaîne de Markov avec des variables cachées représentant des
ruptures (contours)

p(sj(t)|sj(t− 1), qj(t)) = N ((1 − qj(t))sj(t− 1), σ2
j )

∝ exp
[

−1
2σ2

j

(
sj(t)− (1− qj(t))sj(t− 1)

)2]

p(sj(r)|sj(r
′), r′ ∈ V(r)qj(r))= N ((1 − qj(r))αj

∑
r′∈V(r) sj(r

′), σ2
j )

∝ exp
[

−1
2σ2

j

(
sj(r)− (1 − qj(r))

∑
r′∈V(r) sj(r

′)
)2]

Figure 9. Modèles markoviens avec variables contours : à gauche le cas1D et
à droite le cas 2D.

Deux cas de figures sont alors possibles :
i) on suppose lesqj(t) pour des différentst indépendantes :

p(qj(t) = 1) = λj , p(qj(t) = 0) = 1− λj , ∀t −→ [44]

p(qj(t), t ∈ T ) = λ
P

t qj(t)
j (1− λj)

P

t(1−qj(t)). [45]

Cette modélisation est appelée Bernouilli-Gaussien.
ii) on suppose lesqj(t) pour des différentst sont markoviens, ce qui nous ramène aux
modèle de chaîne de Markov cachée :

p(qj(t) = k|qj(t− 1) = l) = pjkl
, k, l = {0, 1}, pjkl

=

[
αj 1− βj

1− αj βj

]
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pour le cas 1D et de champs de Markov caché :

p(qj(r), r ∈ R) ∝ exp



−αj

∑

r

∑

r′∈V(r)

δ(qj(r)− qj(r
′))



 [46]

dans le cas des images.

0.8.2. Modélisation hiérarchique avec variables cachées étiquettes de classification

Une classe importante des signaux et des images est la classedes signaux ho-
mogènes par morceaux ou des images homogènes par régions. Par homogénéité des
pixels d’une image se trouvant dans une région, nous entendons, la partage d’un
nombre fini de propriétés statistiques, par exemple la moyenne. De plus, souvent,
on peut classer ces pixels en nombre finiK de classes. Alors, pour modéliser ces
signaux, on introduit une variable discrètezj(t) qui représente l’étiquette (label) de
la classe et qui prends des valeurs discrètes{1, 2, · · · , K}. Le modèle le plus simple
pour caractériser l’homogénéité des pixels appartenant à une classek est :

p(sj(t)|zj(t) = k) = N (mjk, σ2
j k

) [47]

ce qui, d’une manière équivalente revient à écrire :

p(sj(t)) =

K∑

k=1

p(zj(t) = k) N (mjk, σ2
j k

), [48]

qui est une mélange de gaussiennes.

Ainsi, tous les pixels d’une image qui ont l’étiquettek partagent la même moyennes
et la même variance, et on souhaiterai qu’ils soit regroupésdans une ou plusieurs ré-
gions connexes. Ce dernier souhait peut être exhaussé en imposant un lien entre les
valeurs dezj(t) pour deux instantst et t′ proche ou pour deux positions voisinsr et
r′. Il s’agit de modéliserzj(t) par une chaîne de Markov :

p(zj(t) = k) = pjk, p(zj(t) = k|zj(t− 1) = l) = pjkl
[49]
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et zj(r) par un champs de Markov :

p(zj(r), r ∈ R) ∝ exp



−αj

∑

r

∑

r′∈V(r)

δ(zj(r)− zj(r
′))



 [50]

Notant aussi quezj prennent des valeurs discrètes, les champs considérés sontdu
type Ising (K=2) ou de Potts pour le cas plus général.

Notons aussi que, dans ce cas,zj(r) représente une segmentation de l’image, et il
y a bien sur un lien entrezj(t) et qj(t), dans le sens que, un changement de valeurs
danszj(t) mets à un la valeur deqj(t) : qj(t) = δ(zj(t)− zj(t− 1)), oùδ(t) = 1
si t = 0 et δ(t) = 0 si t 6= 0. Les deux figures qui suivent illustrent ces propos.
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• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)|zj(t)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• zj(t)|zj(t− 1)
1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 zj(t) = {1, · · · , K}
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 qj(t)

p(sj(t)|zj(t) = k) = N (mjk, σ2
j k

) −→ p(sj(t)) =

K∑

k=1

p(zj(t) = k) N (mjk, σ2
j k

),

p(zj(t) = k) = pjk, p(zj(t) = k|zj(t− 1) = l) = pjkl

Figure 10. chaîne de Markov avec des variables cachées représentant des
labels (régions).
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p(sj(r)|zj(r) = k) = N (mjk, σ2
j k

)

p(zj(r), r ∈ R) ∝ exp



−αj

∑

r∈R

∑

r′∈V(r)

δ(zj(r)− zj(r
′))





Figure 11. Champs de Markov avec des variables cachées représentant des
labels (régions).

0.8.3. Modélisation doublement markovienne

Dans la modélisation précédente, les pixels ayant la même étiquette ont la même
moyenne et la même variance, mais il n’y a pas de corrélation locale entres ces pixels :
les pixels se trouvant dans une région données sont considérés indépendants. Une
modélisation qui remédie à cette lacune est présentée dans le schéma suivant :

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← • •← • •← •← • •←• sj(t)|sj(t− 1), zj(t), zj(t− 1)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• zj(t)|zj(t− 1)
1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 zj(t) = {1, · · · , K}
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 qj(t) = 1− δ(zj(t)− zj(t− 1))

Figure 12. chaîne ou champs de Gauss-Markov avec variable cachée
étiquettes de classification
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La figure suivante résume ces différentes modélisations :

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)
Modèle 1 :Un modèle iid simple pour les sourcessj(t)

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)|zj(t)
• • • • • • • • • • • zj(t) ∈ {1, · · · , K}
Modèle 2 : Un modèle iid pour les sourcessj(t)|zj(t) avec des variables cachées
zj(t) iid, ce qui devient équivalent duModèle 1 : avec une lois de mélange pour les
sourcessj(t).

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• sj(t)|sj(t− 1)

t− 1, t, t + 1
Modèle 3 : Un modèle markovian simple pour les sourcessj(t) qui prend en compte
la dynamique temporelle des sources, et par conséquence, des observations.

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← •← • •← •← •← •← •←• sj(t)|sj(t− 1), qj(t)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 qj(t) = {0, 1}

t− 1, t, t + 1 t− 1, t, t + 1

Modèle 4 :Un modèle markovien composite avec des variable cachée contoursqj(t).
Ce modèle permet de prendre en compte des ruptures dans des signaux.

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
• • • • • • • • • • • sj(t)|zj(t)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• zj(t)|zj(t− 1)
1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 zj(t) = {1, · · · , K}
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 qj(t)
Modèle 5 :Un modèle composite oùsj(t)|zj(t) sont iid, mais des variable cachée éti-
quetteszj(t) sont markoviennes (Potts). Ce modèle traduit la notion de l’homogénéité
par région. Notons que les contoursqj(t) sont obtenus d’une manière déterministe à
l’aide de la carte des segmentationzj(t). Ces contours sont par construction fermés.

• • • • • • • • • • • xi(t)|s(t)
•← •← •← • •← • •← •← • •←• sj(t)|sj(t− 1), zj(t), zj(t− 1)
•← •← •← •← •← •← •← •← •← •←• zj(t)|zj(t− 1)
1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 zj(t) = {1, · · · , K}
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 qj(t) = 1− δ(zj(t)− zj(t− 1))
Modèle 6 : Un modèle doublement markovien avec des variable cachée étiquettes
(Markov-Potts).

Figure 13. Différentes modélisation pour les sources :
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Modèle 1 correspond à la modélisation classique des signaux dans la pluparts
des méthodes de l’ACP et de l’ACI où la les sources sont considérées mutuellement
indépendantes et temporellement blanches. Différents choix pour p(sj) aboutit à des
algorithmes différents. Comme nous avons vu, le choix de gaussienne généralisé (GG)
est assez classique pour traduire l’éparsité des signaux sources. Cette modélisation est
aussi utilisée surtout lorsque le problème de la séparationde sources est ramené dans
un espace transformé (Fourier, ondelettes ou splines).

Modèle 2aussi peut correspondre à la modélisation classique des signaux, mais ici
la loi de chaque sources est modélisée par un mélange de lois,par exemple la mélange
de gaussiennes (MoG). En effet, la lois marginalep(sj(t) est une mélange de lois.
Notons aussi que les sourcessj(t) ne sont pas blanches carsj(t) dépend desj(t

′),
bien que conditionnellement auxzj lessj soient indépendantes.

Modèle 3commence à prendre en compte la dynamique temporelle des sources,
mais les sources sont toujours supposées stationnaires (aumoins à l’ordre deux). Beau-
coup de méthodes profitent de cette propriété de stationnarité à l’ordre deux pour pro-
poser des méthodes de séparation dans le domaine spectrale.

Modèle 4 commence à prendre en compte la présence de discontinuité dans les
sources et convient pour modéliser des sources régulières par morceaux ou par ré-
gions dans le cas des images. Dans ce cas, les variables cachéesqj(t) représentent
des contours dans des images sources. On peut établir un lienentre ce modèle et le
Modèle 3. En effet, dans leModèle 3, lorsqu’on choisit des lois non-gaussiennes pour
p(sj(t)|sj(t − 1)), par exemples dans les modèles markoviens avec des potentiels
non-quadratiques ou non-convexes, il apparaît, d’une manière implicite, des variables
cachées liées aux contours.

Modèle 5aussi prend en compte la présence de discontinuité dans les sources et
convient pour modéliser des sources homogènes par morceauxou par régions dans le
cas des images. Dans ce cas, les variables cachées représentent des étiquettes des clas-
sifications attribuées à chaque pixels de l’image. L’ensemble des pixels d’une image
ayant la même valeur d’étiquette se regroupent dans des segments (régions) connexes
grâce à la modélisation markovienne de ces étiquettes. Ainsi, dans cette modélisation
on estime à la fois les sourcessj(r) et leurs segmentationszj(r). Tous les pixelssj(r)
qui ont la même valeur d’étiquette partagent des paramètrescommuns (moyennes et
variance par exemple). Ces pixels, par construction se trouvent dans un ou plusieurs
régions. Cette modélisation est très riche en particulier pour les images. Nous avons
utilisé différentes variations de cette modélisations pour la classification, segmentation
et réduction de données dans des images hyper spectrales.

Modèle 6est une version plus sophistiquée duModèle 5. En effet, dans ce dernier,
les pixels de l’images ayant la même valeur d’étiquette partagent seulement les mêmes
paramètres (moyennes et variances), mais ils sont considérées indépendants.Modèle 6
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apporte une modélisation markovienne aussi pour ces pixels. Dans cette modélisation,
une foiszj(r) estimée, on a aussi accès aux contoursq(r) qui sont déduite d’une
manière déterministes et simple à partir dezj(r). Cependant, la mise en œuvre de
telle modélisation devienne assez complexe pour la séparation de sources.

Nous avons utilisé ces différentes modélisations dans divers domaines d’applica-
tions de la séparation de sources. Par exempleModèle 1 avec des lois gaussiennes
généralisées (GG) est utilisé dans [ICH 03b] et un exemple derésultat est donné dans
la figure qui suit.

Modèle 2avec des lois gaussiennes généralisées (GG) est aussi utilisé dans [ICH 03b]
pour modéliser les coefficients d’ondelettes des sources. En effet, les modèles de sépa-
ration de sources restent inchangés lorsqu’on effectue unetransformation orthogonal
sur des sources et sur des observations. On peut alors utiliser les mêmes techniques
d’estimation mais dans le domaine transformées (domaines de Fourier ou ondelettes).
Un avantage important de passer dans un domaine transformée, par exemple le do-
maine d’ondelettes, est que souvent la modélisation adaptée peut être plus simple.
Par exemple, pour modéliser la lois des pixels d’une image source par un mélange de
gaussiennes nécessite un nombre important de classesK, alors que, dans le domaine
des ondelettes, une modélisation avec seulement deux classes peut suffire. La figure
suivante montre un exemple de résultat que l’on peut obteniren utilisant une telle
modélisation.

0.9. Exemples de résultats de séparation

Dans cette section, une sélection de résultats de la séparation de sources dans di-
vers domaines sont présentés pour montrer l’utilité de l’approche bayésienne. Ces
résultats sont obtenus en utilisant les différentes modélisations décrites précédement
soit directement sur des signaux et des images directement soit sur des coéfficients
dans un espace transformée.

0.9.1. Séparation de sources en spectrométrie

Ces résultats concernent la spectroscopie proche infra-rouge. La figure suivante
montre un exemple de simulation de 10 signaux que l’on peut observer en mélangeant
3 substances chimiques (cyclopentane (A), cyclohexane (B)and cyclohexane (C)) en
supposant qu’il n’y a pas d’interaction entre ces substances. Le modèle linéaire de
mélange est alors valide. Ici, il fallait prendre en compte le fait que les spectres ainsi
que les éléments de la matrices de mélanges à trouver sont positifs. Le modèle uti-
lisé est du typeModèle 1avec des loisa priori gamma pour les sources et pour les
éléments de la matrices de mélange. L’algorithme implémenté ici cherche à estimer
conjointement les sources, la matrice de mélange ainsi que les hyper-paramètres en
maximisant, la loisa posteriori jointe successivement. Ces résultats sont fournis par
S. Moussaoui et al. [MOU 04c].
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Figure 14. Séparation de sources en spectrométrie : a) les trois sources, les
éléments de la matrice de mélange, et les dix observations, b) les trois sources

et la matrices de mélange estimées.
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CTSj
=

N∑
k=1

(
Sj(νk)− Ŝj(νk)

)2

avec G = A#A.

NNICA NMF ALS BPSS
CTS1 (dB) -4.82 -14.20 -15.18 -33.23
CTS2 (dB) -5.64 -17.50 -23.43 -24.98
CTS3 (dB) -4.77 -17.88 -14.01 -26.05
PI(dB) -1.02 -11.60 -8.10 -19.22
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0.9.2. Séparation de sources en astrophysique

Un des problèmes de traitement d’image en astrophysique estla séparation des
différentes rayonnements et en particulier l’extraction de l’activité du fonds cosmo-
logique (Cosmological Microwave Background). La modélisation des observations,
une fois passée dans le domaine de Fourier, s’écrit mathématiquement comme un pro-
blème de séparation de sources. L’exemple de résultat de séparation présentée ici est
une simulation dont l’objectif est la séparation de trois sources à partir de six images.
La modélisation utilisée ici estModèle 3mais dans le domaine de Fourier. La figure
suivante montre ce résultat.

Figure 15. Séparation de sources en astrophysique : a) les 3 sourcesS, b) les
6 observationsX , c) les trois sources estiméesbS.
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0.9.3. Séparation de sources en imagerie satellitaire

Il s’agit de deux exemples de résultats de simulation pour laséparation de nuages
dans une imagerie satellitaire. Dans le premier exemple, lamodélisation utilisée est du
typeModèle 4où les pixels de chaque image source est supposée appartenirà deux
classes [SNO 03].

S X Ŝ Ẑ

Figure 16. Séparation des nuages en imagerie sattelitaire : a) les sourcesS,
b) les observationsX , c) résultats de séparationbS et d) résultats de

segmentation pour chaque sourcebZ .

Le deuxième exemple traite ce même genre de problème, mais eneffectuant la
séparation dans le domaine d’ondelettes. En effet, si on applique une transformation
unitaire comme par exemple une transformée en ondelettes orthogonale à l’équation
de la séparation de sources, on obtient la même relation dansle domaine transformée.
On peut alors effectuer la séparation de sources sur ces coefficients et ensuite recons-
truire les signaux. Un avantage essentiel, souvent valide,est que la modélisationa
priori appropriée sur ces coefficients peut être plus simple. Par exemple, un modèle
du typeModèle 1ou Modèle 2peut très bien convenir. La figure qui suit montre un
exemple de tels résultat avec une loisa priori gaussienne généralisée (GG) ou une
mélange de gaussienne (MoG) sur les coefficients d’ondelettes des sources.
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SourcesS ObservationsX Ŝ par GG Ŝ par MoG

SNR = 12.03 dB SNR = 13.73 dB SNR = 19.13 dB

SNR = 12.37 dB SNR = 19.13 dB SNR = 19.83 dB

A =

[
.915 .477
.403 .879

]
Â =

[
.915 .542
.402 .841

]
Â =

[
.915 .485
.403 .875

]

Figure 17. Séparation de sources utilisant la modélisation 1 et 2 : a) les
sourcesS, b) les observationsX = AS + E, c) résultats de séparation par
la modélisation GG et d) résultats de séparation par la modélisation MoG.

0.9.4. Réduction de données et classification des images hyper-spectrales

Les données hyper-spectrales forment une cube, souvent présentées comme un en-
semble d’imagesxω(r). Mais, une particularité de ces images est que la suite des
pixels en une positionr donnée le long des bandes spectraleω forment un spectre.
C’est pourquoi, on peut aussi considérer les données hyper-spectrales comme un en-
semble de spectresxr(ω) [SAS 87, PAR 00, BAL 05b, BAL 05a]. Évidemment, ces
images ou ces spectres ne sont rarement indépendants des uneet des autres. C’est
pourquoi, un des problème de traitement de données dans ce domaine d’application
est la réduction de données.

Si on considère ces données comme un ensemble de spectres, alors le problème de
la réduction de données devient :

xr(ω) =

K∑

k=1

Ar,ksk(ω) + ǫr(ω) [51]

où lessk(ω) sont lesK spectres sources que l’on souhaite mutuellement les plus
indépendantes que possibles. Notons ici que les colonnes dela matrices de mélange
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A sont en fait des imagesAk(r). Dans un cas idéal, chacune de ses images doivent
avoir tous les pixels à zéro sauf les pixels appartenant à desrégions représentant un
type (une classe k) de matière, et donc, associée à un spectresk(ω).

Si, par contre, on considère ces données comme un ensemble d’imagesxω(r),
alors le problème de la réduction de données devient :

xω(r) =

N∑

j=1

Aω,jsj(r) + ǫω(r)

où lessω(r) sont lesN images sources que l’on souhaite les plus indépendantes mu-
tuellement que possibles. Notons ici que les colonnes de la matrices de mélangeA
sont en fait des spectresAj(ω). Dans un cas idéal dans ce cas, chacune des images
sourcessj(r) doivent avoir tous les pixels à zéro sauf les pixels appartenant à des
régions représentant un type (une classe j) de matière associée à un spectreAj(ω).
Cette explication devient plus claire si dans ces deux modèles on choisitK = N , ce
qui signifie que les colonnesAr,k de la matrice de mélange dans le premier modèle
et les images sourcessj(r) de la deuxième modèle représentent la même chose. De
même, les colonnesAω,j de la matrice de mélange dans le deuxième modèle et les
images sourcessk(ω) du premier modèle représentent aussi la même chose.

A priori, on peut s’intéresser à ces deux problèmes d’une manière indépendantes.
Mais, on peut aussi prendre en compte cette particularité. En effet, dans ce dernier cas,
les colonnes de la matrices de mélange qu’il faut estimer sont des spectres. Elles ont
donc des particularités, par exemple, elles doivent, au moins, être positives. Et dans le
premier cas, les colonnes de la matrices de mélange qu’il faut estimer sont des images
qui ont elles aussi des spécificités d’être homogènes par régions.

Dans les résultats que nous allons présentés ici, nous considérons ce dernier mo-
dèle. Évidemment, on imposea priori que les sourcessj(r) soient mutuellement in-
dépendantes. Mais une particularité des images hyper-spectrales est qu’elles ont toutes
composée d’un ensemble fini de régions et un ensemble fini deK composants carac-
téristiques. Alors, si on impose aussi aux sourcessj(r) d’avoir ces mêmes caractéris-
tiques, on voit tout de suite qu’un des modèlesa priori Modèle 5ou Modèle 6peut
convenir.

En effet, nous avons développé une méthode basée sur leModèle 5avec une par-
ticularité supplémentaire qui est de supposer que les images observées et les sources
ont une segmentation communez(r) mais inconnue. Par ailleurs, un des objectifs des
utilisateurs de telles images est de trouver cette segmentation d’une manière supervi-
sée ou non. La figure suivante montre deux exemples de résultats que l’on obtient par
ce type de méthode.
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Figure 18. Réduction de données et classification des images
hyper-spectrales : a) les 32 imagesxi(r) d’un cube hyperspectrale, b) les 8
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