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Approche bayésienne en séparation de sources

Avant de détailler I'utilisation de cette approche dansddre de la séparation de
sources, il est nécessaire de préciser un pointimportaorsgue nous considérons un
signalz(t) (une quantité qui varie avec un indeg), ou lorsque nous considérons un
parameétré qui représente une quantité quelconque, de dire qu’il stigne variable
aléatoire ou non, n'a pas de sens réel. Lorsque nous atitrsbuee loi de probabilité
a ce signal (ou a ce parametre), c’est notre connaissance signal (ou sur ce para-
metre) qui est modélisée. Cette attribution ne change paalaé des choses. Cette
loi de probabilité reflete juste notre état de connaissancesssignal ou sur ce para-
metre. Un autre point important est que la régle de Bayesist ['outil de base pour
mettre & jour notre état de connaissaaqgiori (avant avoir observeé les données) en
état de connaissanegosteriori(aprés avoir observé les données) en utilisant la vrai-
semblance qui mesure I'apport des observations. étre legyést donc une démarche
pour résoudre un probléme. Ce chapitre est justement unertstration de I'applica-
tion de cette démarche pour proposer des solutions auxgmad de la séparation de
sources.

0.1. Introduction et notations

Avec ces remarques préliminaires, et le fait que nous nogsdssons a la fois
a la séparation des signaux et des images, dans la suite deygére, les notations
suivantes seront utilisées :

x;(t) ouz;(r) I'observation faite par le capteur numéra I'instantt ou

ala positionr,i =1,---,m
sj(t) ous;(r) la source numérg a l'instantt ou a la positiorr, j =1,---,n
x(t) oux(r) le vecteur des observations a I'instamu a la positionr
s(t)ous(r) levecteurdes sources a l'instardu a la positionr

Chapitre rédigé par Ali MHAMMAD -DJAFARI.
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7=A{1,---,T} représente un intervalle du temps
R = {(r:,= (x;,y;)} représente 'ensemble des positions des pixels d’'une image

X ={x(t),t € T} ou{z(r),r € R} un tableau représentant toutes les observations
S ={s(t),t € T}ou{s(r),r € R} untableau représentanttoutes les sources

Nous avons alors, dans le cas des signaux 1D :
x;i(t) = zn:Amsj(t) +e(t), teT — x(t) = As(t) + €(t) [1]
j=1
et dans le cas des signaux n-D, et en particulier dans le camages :
xi(r) = 2": A;jsi(r)+e€(r), re R — z(r) = As(r)+€(r) [2]
j=1

Dans les deux cas, nous avons
X =AS+E (3]

ouE = {e(t),t € T} ou{e(r),r € R} représente les erreurs de la modélisation
et/ou de mesures, communément apellé le bruit.

Par la suite, par défaut, nous considérons le cas 1D, etrsenteorsqu’il est
nécessaire, nous préciserons les différences et les stédifii cas n-D.

0.2. Schéma général de I'approche bayésienne

Le schéma général de l'inférence bayésienne dans un pretldénséparation de
sources peut se résumer par les étapes suivantes :

— Bien décrire le modéle qui lie les observations aux souetesn déduire la loi
p(X|A, S) qui est appelée la vraisemblance des inconnues. Dans urlerthd&/pe
X = AS + E, ou on suppose le bruit additif, onp@X |A, S) = pr(X — AS) ol
pg estlaloi du bruit.

— Attribuer des loia priori a tous les inconnus du probleme, c’est-a-dire aux
sourcesp(S) et a la matrice de séparatigiiA) pour décrire notre connaissanae
priori ou pour contraindre I'espace des solutions pour rendredblpme bien posé.
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— En utilisant la régle de Bayes, déduire ladgposteriorip( A, S| X)
p(X|A,S)p(A)p(S)
p(X)

p(A,51X) = x p(X|A, S)p(A)p(S) (4]

ou
p(X) = [ P(X|A, ) p(A) p(S) dS [5]

Cette loi résume I'état de notre connaissance sur les in@sdu problémes aprées
avoir pris en compte les priori et les observations.

— Utiliser cette loia posterioripour définir une solution ou un ensemble de solu-
tions (des estimateurs pour et pourS) pour le probleme.

Notons que la régle de Bayes nous fourni I'expression dei la fmsteriorid’une
grandeur inconnue&Z apres avoir observé les donnéXs Si Z était juste un sca-
laire ou un vecteur de dimension deux, on pourrait représdmtcourbe ou la surface
de sa loip(Z|X). Mais, en pratiqueZ est un vecteur de trés grande dimension, et
I'utilisation directe et la représentation géZ) n’est pas facile. On est alors amené a
résumep(Z|X) par quelques grandeurs comme par exemple, son mode, samegyen
sa médiane, les modes de ses loi marginales, etc. [JAY 68,320ROB 97]. C'est
ainsi qu’on se trouve face aux estimateurs dites le maxirayrasteriori(MAP), la
moyennea posteriori(MP), etc.

Dans un probleme de séparation de sources, nous avons deuwXijgconnus :A
et.S. C’est pourquoi, a partir d’ici, trois directions s’ouvitennous :

1. Estimation jointe :

On cherche & calculérﬁ, S’) en utilisant la loi jointep( A, S| X)), par exemple

(A,S) = arg(rjﬁé) {J(A,S) =Inp(A,S|X)} (6]

2. Estimation de A :
On s’intéresse a l'identification de la matrice de mélangetdisant la loip(A|X)
qui peut étre obtenue en intégraxitd, S| X) par rapport &, par exemple :

A= argmjx{J(A) =1In p(A|X)} [7]

3. Estimationde S :
On s’intéresse a la séparation des sources proprementditelisant la loip(.S|X)



6 Séparation de Sources
qui peut étre obtenue en intégraxitd, S| X) par rapport a4, par exemple :

S = argmgx{J(S) =In p(S|X)} 8]

Dans chacun de ces cas, le MAP peut aussi étre remplacé pay&nmea poste-
riori ou par d’'autres estimateurs.

0.3. Sources indépendantes et blanches et liens avec ACP,|ACautres méthodes
classiques

Pour illustrer le schéma général de I'approche bayésienmewptrer son lien avec
les méthodes classiques de la séparation de sources, neiede que de I'appliquer
dans un cas ou on puisse faire des calculs d’'une maniéressim@nons le modéle
x(t) = As(t) + €(t) et faisons tout d’abord I'nypothése que les bruitsont indé-
pendants, blancs, centrés, gaussiens de variances conpues .. On a alors

p(X|A, S) HN As(t), 2) []

avecY, = o.l. Il s’agit de I'application de la premiére étape de I'appgredayé-
sienne. L'étape suivante est l'attribution des dopriori pour les sources et pour la
matrice de mélange.

Rappelons que les sourcS8s= s; r sont caractérisées par leur lois de proba-
bilité p(s1..r). Une hypothese principale dans la plupart des méthodesiqles de
séparation de sources est I'indépendance des sourcesir@iEpendance, strictement
parlant, signifiep(S) = [, p(s;, ;). Une autre hypothése est la blancheur (I'inde-
pendance dans le temps), ce qui signifie;..7) = [], p(s(t)). La combinaison de
ces deux hypothéses donne :

p(S) =p(s1.1) Hp ) = [T 1IPitss®) [10]

oup, est la loia priori de la source; (t).

Nous verrons par la suite que dans I'approche bayésienn&agas besoin de ces
hypothéses. Mais pour I'instant nous allons faire ces hyg&xs pour voir le lien entre
I'’ACP et I'ACI avec I'approche bayésienne [MOH 99].
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Concernant la matrice de mélange, nous faisons pour lihdtaypothése que
nous ne connaissoraspriori pas grand chose sur la matrice de mélargece qui
peut étre traduit par l'attribution d’une l@ priori uniformep(A) = cte ou une
gaussienne(a;;) = N(0,02) avec une variance? trés grande [KNU 99, KNU 01,
ROB 99, ROB 01, MOH 99].

Bien entendu, dans la suite de ce chapitre, nous reviendtonshacune de ces

hypothéses, mais pour l'instant, I'objectif est de monteeprincipe de la méthode.
Nous avons alors tous les ingrédients pour trouver I'exqioesde la loia posteriori

p(A,51X) o p(X|A,S)p(S)p(A)
o [TW(@(t) — As(t), ) p(s(1)] p(A) [11]

Analysons alors les différentes solutions :

1. A connue, estimation deS :

P(S|A, X) o< p(X|A, 8)p(S) o [[ IN(x(t) — As(t), o) p(s(1))]  [12]

t

Il est alors facile de montrer que

—np(S4,X) =Y 0_12 () — A, s(t)|2 — np(s(t)) + ¢

t

ou ¢ est une constante indépendanteSiePour pouvoir aller plus loin dans les cal-
culs, il faut préciser I'expression dgs(t)). Bien que naif, supposongs(t)) =
N(0,021). Alors p(S| A, X) est gaussienne

p(S|A, X) = Hp t)|A, z(t) HN (13]

et I'estimé au sense du MAP ou de la moyeanmosterioride S s’obtient facilement
en cherchan$ qui maximise— Inp(S|A, X) par rapport & et qui s’écrit :

3(t) = (A’A+\,I)" A'z(t) ouencore § = (A’A+ A1) A’X [14]

7
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oll A\, = o.2/o2. Notons aussi qUE = o, (A'A+ )\SI)71 et que lorsquer? est
trés grand par rapport &2, alors\, ~ 0 ets(t) = AT x(t) ol AT est l'inverse
généralisée ddl lorsqu’elle existe.

2. SourcesS connues, estimation deA :

p(A]S, X) < p(X|A, 8)p(A) x [[N(=(t) — As(t), Sc)p(A)  [15]

t
Il est alors facile de montrer qug A|S, X)) est gaussienne et que

~Inp(A|S, X) =) 012 |z(t) — As(t)||? — Inp(A) + ¢

t €

ol c est une constante indépendanteAleAlors, I'estimé au sense du MAP ou de
la moyennea posterioride A s’obtient facilement en cherchamt qui maximise
—Inp(A|S, X) par rapport @A et qui s’écrit :

-1
A= (Z s(t)s'(t) + )\(,,I> > a(t)s'(t) = (88 + AI) XS [16]

t t

ou\, = o.2/o2. Notons que lorsque? est trés grand par rapporta?, alors\, =~ 0.
3. Estimation jointe de A etde S':

Ecrivant I'expression dg(A, S| X)ona:

~Inp(A,8|1X) =) {012 lz(t) — A, s(t)]|* + Inp(s(t))| +Inp(A) + ¢ [17]

t €

ou ¢ est une constante indépendantedlet deS. Si on s’intéresse a I'estimation
jointe au sens du MAP, on aura a maximisérd, S) = —Ilnp(A, S|X) par rap-
port & ses arguments. Un algorithme simple et souvent&igs maximiser ce critére
alternativement par rapport$ et ensuite par rapportd, ce quirevienta :

S = argmax {p(S|A, X)! = argmin { | X — AS|> — Inp(S)
g {91, 3)) = wons | b

)

= argmax {p(A|§, X)} = argmjn {||X _AS|? - 1np(A)}
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Cependant, il n'y a, en général, aucune garantie qu’un ¢ggirdhme converge vers
la solution MAP jointe. D’autre part, la difficulté de I'optisation dans chaque étape
dépend bien sure des choix pqu(s(t)) et pourp(A). Dans le cas des hypotheses
gaussiennes des deux exemples précédents, on a:

—Inp(A,S1X) =3, |;=ll=(t) — A, s(@)]? - (,—EHS(t)HQ} + oz A7 +c

On peut alors constater que ce critére est quadratiqi$etea fixée, et quadratique
en A a S fixée, ce qui permet d’obtenir une solution analytique pdwacie étape :

S=@A'AaA+rnD)A'X,
—~ ~t -1 ~ [19]
A= (SS +)\21) X5
Ou encore

o~ <1~

{ 5(t) = (A A+ \I)1A'z(t), (201
-~ o~ A~ -1 ~
A= (3,88 () +Ad) >, x(t)s'(t)

Cependant, bien que ce type d’algorithmes intuitifs sonveat utilisé, non seulement
il n’y a aucun garantie de convergence, mais aussi qu'il éf#tite de caractériser la

solution obtenue, car bien que ce critére est quadratiqeaeA fixée, et quadratique
en A a S fixée, il n’est pas convexe en cougld, S) car il est bilinéaire.

Cet algorithme aveg, = A\; = 0 correspond a |'optimisation alternée du critére
des moindre carréef(A, S) = || X — AS||? par rapport &S et a A utilisé couram-
ment en spéctrométrie [BRO 97, CAM 81, ATT 98, ATT 99, MOU 08U 03a,
MOU 04b, MOU 04a]. En effet, la mise en oeuvre de tels algorihk est trés simple,
mais si on ne contraint pas la solution, ce genre d’algomthmconvergera pas. C'est
pourquoi, ces algorithmes sont utilisés en imposant desaates du genre positi-
vité :

3(t)= (ﬁ/ﬁ)*lﬁ/w(t), puis appliquer des contraintes i(r)
A = (2,303 @) 'S, 2(t)3'(t), puis appliquer des contraintes sdr

Cependant, étudier la convergence de tels algorithmes erdpriétés de la solu-
tion obtenue n’est pas facile. La prise en comptp(@ét)) et dep(A) n’est réellement
pas plus compliquée tant qu’on ne cherche pas la rigueurédmattique. Par exemple,
si on choisi des loi gaussiennes tronquées pgsift)) et pourp(A) pour imposer la
positivité, la modification & apporter a I'algorithme préeét reste assez simple :
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3(t) = (;1/21 + )\SI)—lfllsc(t), puis appliquer des contraintes si(r)
A= (,81)8 (1) + rd) - S>>, ()8 (t), puis appliquer des contraintes sdr

ol )\, et), sont, respectivement, inversement proportionnelles atgrnces? et o>
des loi gaussiennes tronquées des éléments de la matricélaleg®a

p(aij) =0si ai; < 0 etp(aij) = 2./\[(0, 0'2) Si Qij >0

et des sources

p(s;(t)) =0sis;(t) <0etp(s;(t)) =2N(0,02) sis;(t) > 0.

3. Estimation de A en marginalisant.S :

Lidée est, d'intégremp(A, S| X) par rapport &S pour obtenir la loi marginale
p(A|X) et l'utiliser ensuite pour estimedA. Ceci peut se faire d’une autre maniére
en remarquant que(A|X) « p(X|A)p(A). On a alors besoin d’exprime( X | A).
Pour cela, rappelons que, si on suppose les sigaglete(t) indépendants et blancs,
alorsz(t) est aussi blanc, c’est-a-dipg X |A) =[], p(z(t)|A) ou

p(z|A) = / p(z, 5| A) ds = / p(z|A, 5)p(s) ds

Notons aussi que lorsqué A) est choisi uniforme, on p(A| X)) « p(X|A), c'esta
dire la vraisemblance dd dans les donnéex.

On peut alors montrer que la plupart des méthodes classitgiesCP et de I'ACI
reviennent a estimeA en approximant I'expression de la vraisemblaptX | A) et
en le maximisant par rapportA. En effet trouver une expression simple pour cette
vraisemblance n’est possible que dans deux cas : i) le casigauet ii) le cas d'un
modele sans bruit.
Cas gaussien et lien avec ACP

En effet, si nous supposons les soure@s et les bruits(¢) gaussiennes, on a:

p(x(t)|A, s(t), Xe)= N(a‘lé’(t), )

p(s(t)[%s) _N(0,3,) DA, B 3s) = N(O, AT A4S

Chercher alors la matrice de mélandequi maximise la vraisemblance

P(X|A, 2, %) = [[p(=(t)| A, =, )
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devient équivalent aux algorithmes de I'’ACP qui consistegtimation de la matrice
de covariance des observations. parX, = + >, z(t)z'(t) et son identification
avecAX A’ dans le cas d'un modéle sans bi, = 0) ou avecAX, A’ + X, dans
le cas plus général.

Cas non-gaussien et lien avec ACI

Dans le cas non-gaussian, il n’est pas possible d’obtepiexpression analytique
pour I'estimée au sens du MV, car premierement, il est rafergpuisse obtenir une
expression analytique pour la vraisemblance, et mémedersgla est possible, cette
expression n’'est pas quadratique4nCependant, il y a un cas ou on peut au moins
obtenir une expression pour la vraisemblance est lorsqommtile d’observation est
supposée sans brui & 0) et inversible. C’est dans ce cas que la plupart des mé-
thodes de 'ACI ont été développées [HYV 00, JUT 91, COM 91MC@1, PHA 96,
CAR 99, JUT 00, BEL 94, BEL 95, CAR 96, CAR 97, CAR 98]. En eff#dns ce cas
x(t) = As(t) et si on supposdl inversible :A = B™', il est alors facile de montrer
que

Inp(X|B) = gln|B| + 303 npy(Ba()) + e [21]

ouc est une constante ne dépendant paBd olp; est la loia priori de la source;.

Si maintenant on note paf(t) = Bx(t), le schéma d’un algorithme itératif du type
gradient pour la recherche de la matrice de sépardB@ui maximiseln p(x; 7| B)
devient

B¥Y) = B® _ yH(y) avec H (y) = ¢(y)y' — I, [22]

ol $y) = [61(u1), - dulvm))' aveC dy(2) =~

Il est & noter que I'expression des opérateyfy;) dépend de la I'expression de
la loi a priori des sources. Le tableau suivant donne un certain nombresdexpees-
sions.
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Gauss p(2) o exp [—az?] o(z) = 2az
Laplace p(z) o< exp [—alz]] #(z) = asign(z)
1 z 012
Gamma p(z) x z% exp [— 7] d(z)=—a/z+ 0
loi sous-gaussiennes | p(z) « exp —%zQ sech(z) | ¢(z) = z + tanh(z)
mélange de gaussienneg(z) O(sz}i)p[[__%%(?z_fi% #(2) = az — atanh(az)

Ce schéma avec d'autres variants (autres algorithmes qgeadient et éventuel-
lement avec d’autres contraintes supplémentaires) foantase d’'un grand nombre
d’algorithmes classiques de séparation de sources.

Cas non-gaussien et lien avec I'algorithme EM

Nous venons de voir que dans le cas général, obtenir unessipneanalytique
pour la vraisemblance n’est pas possible. C’est alors ieilgigorithme EM inter-
vient comme un algorithme itératif qui converge localemess la solution au sens
du MV [DEL 99]. Sans entrer dans le détail de la présentat®oet algorithme, nous
donnons ici une interprétation qui considére les sourceswe des variables cachées
et donc les observationE comme des données incompléetes et 'enseniideS)
comme des données complétes.

o o o m(n)st)
o o e 50

Figure 1. Modéle de séparation de sources ou les sources sont coésglér
commes des variables cachées.

L'algorithme EM devient alors

E: Q(A,A):/J(w,s)p(w,s|21)ds
~ ~ [23]
M: A :argmjx{Q(A,A)}

ouJ(xz,s) = Inp(x,s|A) = Inp(x|A,s) + Inp(s) est la log-vraisemblance des
données compléte. Mais, malheureusement, la encored'@mpalcul de I'espérance
n’est possible analytiquement que dans le cas gaussien.
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Dans le cas gaussief(z, s) = ||z — As||? + \|/s|*>. Alors, en le remplagant
et en calculant I'expression dg( A, ;1) en ne gardant que les termes qui dépendent
de A, on montre que cet algorithme devient équivalent a I'alone derestauration-
maximisatiorsuivant :

E: S-E{sld, x|
M: A= argmjx {p(A|,§', X)} [24]

ce qui peut étre comparé avec 'algorithme d’optimisationjointe dep(A, S| X)) ou
la premiere maximisation par rapporSaest remplacée par le calcul de la moyeane
posteriori. Les deux algorithmes sont équivalents dans le cas gaussien

4. Intégration par rapporta A :

De la méme maniére que nous avons intégu, S| X ) par rapport & pour ob-
tenir la loi marginalep(A|X'), on peut envisager l'intégration par rappordapour
obtenirp(S|X) et estimer directemerfi. Cette voie n’est pas trés utilisée car I'inté-
gration par rapport 24 n’est pas aisée, mais on peut montrer que dans le cas gaussien
on retrouve un algorithme du typestauration-maximisatiodu paragraphe préceé-
dent.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous focalisons pagientient sur I'estimation
jointe qui nous semble la plus compléte, et étudierons sties effets des différentes
modeélisation des sources.

0.4. Choix des loia priori et expressions des laa posteriori

Une étape essentielle dans n'importe quelle méthode deati&pade sources est
la modélisatiora priori des sources. Dans la suite de ce chapitre, nous verrons com-
ment les modélisation de plus en plus élaborée des sourdedamatrice de mélange
conduit a des méthodes et algorithmes de séparation deesodecplus en plus pré-
cises.

Nous venons aussi de voir que dans I'approche bayésiennegpe capable d’ex-
primer la loia posteriori, il faut déterminer la vraisemblangg X |A, S) et les loi
a priori p(A) etp(S). Mais, évidemment ces différentes loi dépendent aussiges h
per parametres. Par exemple, si on suppose le bruit cenGawsienp(X|A, S)
dépend de la matrice de covariange = 3. du bruit. De mémep(S) dépendra
d’'un ensemble de paramét@setp(A) def 4. Nous noterons pat = (6,0,0.4)
I'ensemble de ces hyper parametres, gu'il faut aussi estifaurellement, dans une
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approche bayésienne, on attribue aussi une lpiiori p(0) a ces parameétres. On a
alors

P(A,S,6|X) o< p(X|A, S, 3) p(Al6.4) p(S]6s) (25]

Par la suite, nous faisons les choix suivants :

— Les bruite; sont supposés mutuellement indépendants, centrés efgyaes ce
qui donne :

P(X|A, S, )= [[N(As(t), =)
[

xexp |- > ((@(t) — As(t)'= (2(t) - As(t)))]

x exp _71(2 Tr{(z(t) — As(t))S (z(t) — As(t))’)}]

— Pour les éléments de la matrice de mélange, suivant I'egijin, on choisit :
— Gaussiennes :
P(Aij) = N(Mji, 05 ;) — p(Al04) = N (M 4, %4)
— Gaussiennes généralisées :
p(Aij) o< exp [—[Aj]]
pour prendre en compte la sparcité des éléments de la matrice
— Gamma:
p(Aij) = G(ay, Bj) A?}rl exp [—3; Aij]
pour assurer leurs positivités (par exemple en spéctraepéou
— uniforme pour le cas général.

— Pour les hyper parameétres, nous choisissons des loi coéfsy c’est-a-dire des
loi inverse gamma pour les variance, des loi inverse Wispatir les matrices de
covariance et des loi normales pour les moyennes [SNO 02].

Par la suite, nous discuterons surtout les différents choix la modélisation des
sources. Mais auparavant, nous allons mentionner leseliffés possibilités de choix
des estimateurs et des algorithmes possibles pour lewslché point essentiel est
qu’'a partir de I'expression de la l@ posteriorip(S, A, 8|X), on peut envisager
différents schémas :
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Alg.1: S~p(S|A,0,X) — A~p(A|S,0,X) — 0 ~p(0A,S,X)
Alg.2: S~p(S|A,0,X) — A~p(Al0,X) — 0~ p(6lA, X)
Alg.3: S~p(S|A,0,X) — A~p(Al0,X) — 0~ p(6X)

Dans chacun de ces schémassignifie soitégale a I'argument qui maximisau
échantillonner suivantLe premier correspond a un estimateur du type MAP et né-
cessite donc un algorithme d’optimisation. Le deuxiémeoogieespond a un estima-
teur du type la moyenna posterioriet I'utilisation des techniques d’intégration par
MCMC. Evidemment, la mise en ceuvreAlig. 1 est la plus simple car nous disposons
déja I'expression de toutes les loi conditionnelles némiess :

p(S|A,9,X) X p(X|S,A,0€)p(S|05),
p(0lA, S, X) o p(X|S,A,0.)p(0)

Alg. 2 nécessite l'intégration par rapporipour obtenip(A |6, X) etp(0]A, X) :

p(Al6, X) o p(X[A,0)p(Al6a),
p(0lA, X) o p(X|A,60.)p(0)

avec p(X|A,0,) p(X|S,A,0.)p(S|05)dS [27]

I
~

qui n’est pas toujours possible.

Alg. 3 nécessite une étape de marginalisation par rapp8mpaur obtenip(A|6, X)
et une étape de marginalisation supplémentaire par rappbgour obtenip(8|X) :

p(0]X) oo p(XI0.)p(0),

avec p(X[6.) = [p(X|4.6.)p(4)d [28]

qui ne sont pas toujours possible.
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0.5. Modélisation des sources

Nous avons déja étudié le cas des sources gaussiennesetdwdic I'ACP. Il est
évident que sans la prise en compte de la dynamique tempaiedl sources (diffé-
rences entre les fonctions de corrélations ou entre lestdsrspectrales), on ne peut
séparer les sources gaussiennes. Par contre, dés quertessssant non-gaussiennes,
la séparation est possible si les sources ont des loi de Ipiiv@adifférentes. Parmiles
différents choix de loi de probabilités pour les sourcesem pnentionner les loi gaus-
siennes généralisées (GG), [SNO 03, SNO 04, ICH 03b], d&zdnimas [MOU 03a]
et des loi de mélange de gaussiennes (MoG) [SNO 04, ROB 030BBHICH 03a,
ICH 03c].

Par la suite, nous distinguons donc deux cas : le casigeaux stationnairest le
cas designaux non stationnaires

Dans le premier cas, nous considérons la modélisation ddedmsources par des
gaussiennes généralisées, Gamma ou par des mélange demaessue nous les
nommerons IGG, IG et IGM. (le préfix | s’entend iid). Nous néosaliserons surtout
sur IGM, car naturellement elles introduisent la notion deable cachée de classi-
fication, et fournissons un certain nombre d’algorithmes gaus avons développés
avec cette modélisation.

Dans le deuxieme cas, nous considérons la modélisatiorotdded sources non
stationnaires a I'aide des variables cachées qui nous peom&de modéliser d’'une
maniére bien contrdlée la non stationnarité des sourcgsaHiculier, nous étudierons
les cas de la modélisation par chaine ou par champs de Maakiés.

0.6. Modélisation des sources blanches non gaussiennes sretationnaires

0.6.1. Gaussienne généralisée

Dans cette modélisation, la loi de chaque source) est :
p(sjli, By) o< exp [=Bls; 7], 1< 8 <2 [29]

Ainsi, les loi des sources sont paramétriséegbar {31, - -, Bn} €ty = {71, -, Yn }
La figure suivante montre un exemple de réalisation d’unaigaussienne en com-
paraison avec une réalisation d’un signal GG.

Avec cette modélisation, il est facile de montrer que

~lnp(S, A|X,7,8) x =y [(2(t) - As(t)) =" (=(t) - As(t)) + Zﬁjlsg'(t)l”}

t
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Gaussienne Gaussienne généralisée

Pl (1)) = N(0,0%) ox exp [~ s (1) pls; (1)) o exp [0 (1) ]
pls; ()t = 1.T) oxexp |2 32, s, (0| pls; (8),t = 1.7) o exp [, 32, I3, (0]

Figure 2. Exemples de réalisations d’'un signal gaussien et d’'un $iGi&

et si on est capable de fixapriori les hyper parametres, on peut alors utiliser I'algo-
rithme suivant :

000 = arguin {1 (50) =~ 1o (5,000,351, 0)) |

A _ argmin {JQ(A) — _mp(al8", X)}

ou

t)):Z‘xi(t)_AijSJ - > Ags o)’ JHBJZ'SJ O

J'#J
= llz(t) — ASt|* + Inp(A)
t

On peut utiliser différent algorithmes d’optimisation {pbfixe ou de descente de
gradient) pour l'optimisation de/;(s;(¢)) tant que2 > ~; > 1, et si on choisit
une loi uniforme ou Gaussienne pqi(td), le critereJ>(A) a une solution explicite.
Avec d’autres choix poup(A), par exemple la loi gamma, on peut aussi utiliser un
algorithme de descente pour I'optimisation.dg A).

Mais, on peut aussi attribuer des Bipriori conjuguées a I'ensemble des para-
metres et hyper-parametr@s= (A, 3., ~, 3) du probléme pour obtenir une expres-
sion pour la loia posteriori

p(A, 267 v 6|m1..T) X p(scl..T|A7 267 v ﬁ)p(A)p(EF) p('Y) p(/@) [30]
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On peut alors estimer d’aboid4, ., ~, 3) et les utiliser ensuite pour estimer les
sources. Mais, I'obtention de I'expression exactedd, ., v, 8|z, 1) est difficile

et on peut alors recourir de nouveaux a I'algorithme EM oustasrces sont considé-
rées comme des variables cachées (données manquantesg ctestrillustré sur la
figure suivante.

o o z(t)|s(t)
e o o o o e o s (t)
p(z(t)|s(t), A, 2) = N(As(t),%)
p(s; (), 55) o exp [—f;]s;|"]
Figure 3. Un modéle de séparation de sources ou les ources sont cogsglé
comme des variable cachées.

La principale difficulté réside alors dans I'étape de I'espée qui nécessite une
intégration. Trouver une expression exacte et analytique pes intégrales est rare-
ment possible. On utilise alors de nouveau soit une appratidm, soit une estimation
via MCMC (Méthodes du type approximation de Rao-Blackwelldu type SEM
[SNO 03]).

Une autre possibilité est recourir & des techniques variaglles qui cherchent a

I'approximer cette loi par une loi séparable :

p(A,Sc, 7, Bler.r) = [ [ p(A, S|z (t), s(1) p(vls(1)) p(Bls(t)

ce qui permettrait alors de développer des techniques diitlonnage plus simples.
Les lecteurs intéressés par l'utilisation de cette mod#tia et les différentes utilisa-
tions et implémentations se référer aux [ICH 03c].

0.6.2. Mélange de gaussiennes

Dans cette modélisation, la loi de chaque source) est :

K; K;
p(sj|ozjk,mjk,032ﬂk) = Zozjk./\f(mjk,afk) avec Zozjk =1 [31]
=1 k=1

Ainsi, la lois de chaque source est parametrée par
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(Kj,mj, :{mjk,kzl,---,Kj},a'j, 2{02- kZ].,---,Kj}

JK’
et les loi des sources sont donc paramétriséedar { K1, -, K, }, a = {a;, },
m:{mj,j:1,7n} et U:{U],j:17,n}

Le principal intérét de cette modélisation se trouve dangelfprétation dev;, =
P(z;(t) = k) ce qui nous permet d’introduire la variable cachég) qui peut prendre
des valeurs discrétés= 1, - - -, K.

Ainsi, on peut écrire
p(s;(t)|z(t) = k,mjk,afk) zN(mjk,U?k) etP(zj(t) =k) = aj;,. [32]

et le probleme se ramene a I'estimation de s(t) = {s1(¢), -+, sn(t)}, de
z(t) = {z1(t), -, zn(t)} etles hyperparamétréd, X.) etf, = (m, o).

° ° ° ° ° ° ° ° xi(t”s t)

e e e e e e e e e 0

e o o o o o e o Zj(f)€{1,~~~,K}
pla(t)|s(1). A, 5,) — N(As().3,)
p(s;(t)]z;(t) = k,mjk,ofk) = N(mjkyg?k)

P(Zj(f) = ]{‘) = (}"J'k:

Figure 4. Modéle de mélange et des variables cachées

Notons aussi que les sources étant modélisées par des eeldmgaussiennes et
les observations étant mélanges instantanées des sances,

p(zi(t)|A, z(t), m, o) =N ZAijmjzj(t)aZAiijzj(t)Aji + 02 | [33]

J J

ce qui signifie que la loi de chaque observatigft) est aussi une loi de mélange avec
K;, = ]_[j K; composantes.

Nous avons utilisé cette modélisation et avons développertain nombre d’al-
gorithmes de séparation. Ici, nous mentionnons un algoethui est basé sur I'esti-
mation jointe des sources, des variables cachégs de la matrice de mélangé, et
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Figur 5 Signal urcesl et sont des mélange de 2 gaussiennes.
Signaux observés; etx ussi des mélanges de gaussiennes, mais
chacu plus 4 composants.

des hyperparamétresjk et02 en maximisant Ia lod posteriorijointep(S, Z, A, 0| X),
respectivement par rappor t arguments

s(t) = {J(@» I p(s(Dl= (), 2(t), A,3() }

A = {J (A) = —In p(A]S, X)}

~ A [34]

2(t) = argmin {s(=(1)) = ((ﬂ()eﬁ

6 = argmin {J4(6) = —In p(613(+), 2(1)) }

Pour d’autres implémentations basées sur I'échantillgami |la loia posterioriet
les loi marginales associé;e@S|A, Z,0,X),p(Z|S,0),p(A|S,0,X)etp(0|A,S, X):

s(t) ~ pEs e )

A~ p(AlS,X)

2(t) ~ p(z(t)[5(1),6) [35]
0~ p(0)3(1),2(t))
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0u encore ceux qui sont basés sur I'estimation de la matdagadlange et des hyper-
parametres en intégrant les sources en utilisant un ahgoeeidu type EM se référer a
[SNO 00, SNO 01, SNO 03, SNO 04].

0.7. Prise en compte de la corrélation temporelle

Supposer que les signaux soureés sont temporellement blanche est une hypo-
these irréaliste. Dans la plupart des méthodes de sépadatisources, avant appliquer
I'algorithme de séparation, on "blanchi" des signaux. M#isst possible d’inclure
cette étape d’'une maniére optimale dans la méthode de §épaga modélisant les
sources. Un outil simple pour cela est la modélisation magtme qui peut étre uti-
lisée a la fois pour des signaux 1D ou nD. Le cas des modéelesadssaVarkov est
intéressant car, premiérement simple a implémenter, etiéiex@ment liés aux notions
de la fonction d’auto-corrélation et la densité spectra@dissance des signaux. Ces
modéles ont été utilisés avec succes pour la séparationudeesodes signaux audio
ou en séparation des images en CMB.

Un modéle de Gauss-Markov d’ordre 1 pour le cas 1D

p(s;(t)]s;(t —1)) = N(ags;(t—1),07)
X exp %(sj(t) — st — 1))2 [36]

est équivalent d’'un processus AR d’ordre 1

5j(t) = aysi(t = 1) +n;(8),  p(n; (1)) = N(0,0%). [37]

Ces modéles se caractérisent avec deux parametes?. Mais souvent, on utilise
un modele trés proche qui est caractérisé seulement aveulpaametre

p(si(t)]s;(t=1)) = N(s;(t—1),1/(28;))
X exp [—ﬁj (sj(t) —si(t— 1))2} [38]

ce qui permet d’écrire

plsi(t),t € T) ccexp | —8; > (s5(t) — s5(t — 1)) [39]

J
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L'extension au cas des images s'écrit :

2
p(s;()35(r'), ' € V() ox exp —@(sj(r)— 5 sm')) [40]

T'ev(r)

2
p(sj(r),r € R) x exp | —f; Z <sj(7') - Z sj(r')) [41]
TER T'eV(T)
° e o o e o e o o e o xi(t)|s(t)
0 0 0 0 0 0 0 0 O @O sj(t)|sj(t—1)
t—1,t,t+1

Figure 6. Un modele de Markov pour des sources

0.8. Modélisation des sources non stationnaires

Supposer que les signauit) et par conséquences les observatip(ig sont sta-
tionnaires sur l'intervalle de I'observatich = {1..7'} est trop idéal. Ceci est encore
moins vrai en séparation d’'images lorsqi(e) etx(r) représentent, respectivement,
des images sources et des images observées. En effet, daimsage, il y a souvent
des zones homogénes séparées par des contours. Un ould dievip prise en compte
de la non stationnarité est la modélisation markovienne des variables cachées de
contours ou de régions. Une présentation trés succinctessldifférentes modélisa-
tions se suit.

0.8.1. chaine de Markov avec variable cachée représentant desurgst

Dans cette modélisation on introduit une variable bingjie) qui représente les
instants de ruptures. Deux modélisations différentes @npéposées :

Najsi(t —1),0%) sig;(t) - (1)7 [42]

p(sj-(t)lsj(t—lm(t)):{ Nt s
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Figure 7. Deux signaux AR1 avec des coefficients, respectivemeint95. &
droite de chaque signal sont représentées leurs fonctitmgatorrélation
I'(7) et leurs densité spectrale de puissansS¢s) = T'F[I'(T)].

avec deux parametrés;, o), et

p(s;()s;(t —1),4;(t))
_ { N(s;(t—1),1/(285)) si g;(t) =0,

N(0,1/(28;)) si q;(t) =1,
exp [—8;(s;(t) — 5;(t — 1))%] i g;(t) =0,
{ exp [—B;(s; (1))?] si ;1) = 1, [43]

& _ 2
avec un seul parametrg = 2/075.
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e e o e o o o o o o o xi(t)|s(t)

0 0 0 00 06— 00— 00— 08 si(t)]s;(t —1),q;(¢)

0O 0 0 0O 0O1 0 0 0 0 0 gty=A{01}
t—1,t,t+1 t— 1t 41

p(s;(t)]s;(t —1),q5(t)) o exp [—ﬁj (55(t) = (1 = q;(t))s;(t — 1))2}
pls;(t),t € Tlg) o< exp [ X2, (s5(8) = (1= ;)5 (t = 1))’]

Figure 8. Chaine de Markov avec des variables cachées représentant de
ruptures (contours)

@yt = 105(0) = N1 g)s,(t = 1.0
x exp [ (55(6) — (1= gy(0)sy (6= 1))
Pl (1)l ()77 € V(r)ag (1) = N (1= 43 () e 557, 07)
x exp [ 24 (s5(r) = (1= 45(1) Sprepiry 5]

Figure 9. Modéles markoviens avec variables contours : & gauche |d Dast
a droite le cas 2D.

Deux cas de figures sont alors possibles :
i) on suppose leg;(t) pour des différents indépendantes :

plgi(t) =1) = A5, plg(t) =0) =1—X;, vVt — [44]
plgj(t),t € T) = At ™ (1 = )2 - ), [45]
Cette modélisation est appelée Bernouilli-Gaussien.

ii) on suppose leg; (¢) pour des différents sont markoviens, ce qui nous raméne aux
modéle de chaine de Markov cachée :

p(qj(t) = k|qj(t - 1) = l) = Pjri>» k1= {07 1}7 Pj =
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pour le cas 1D et de champs de Markov caché :

plg;(r),r € R) ocexp |—a; Y > 8(g;(r) —g;(r")) [46]

T rey(r)
dans le cas des images.

0.8.2. Modélisation hiérarchique avec variables cachées étigastde classification

Une classe importante des signaux et des images est la dassggnaux ho-
mogénes par morceaux ou des images homogenes par régiohenragéneéité des
pixels d’'une image se trouvant dans une région, nous entsnda partage d’'un
nombre fini de propriétés statistiques, par exemple la moyebBe plus, souvent,
on peut classer ces pixels en nombre fifiide classes. Alors, pour modéliser ces
signaux, on introduit une variable discrétgt) qui représente I'étiquette (label) de
la classe et qui prends des valeurs discréteg, - - -, K'}. Le modéle le plus simple
pour caractériser ’homogénéité des pixels appartenanexlasse: est :

p(si(t)|z(t) = k) = N(myy, 03)) [47]

ce qui, d'une maniere équivalente revient a écrire :

p(si(t) =Y p(zi(t) = k) N(my,,03,), (48]

qui est une mélange de gaussiennes.

Ainsi, tous les pixels d’'une image qui ont I'étiquektpartagent la méme moyennes
et la méme variance, et on souhaiterai qu'ils soit regrogiaés une ou plusieurs ré-
gions connexes. Ce dernier souhait peut étre exhaussé @samipun lien entre les
valeurs dez; (t) pour deux instants et¢’ proche ou pour deux positions voisinst
r’. Il s'agit de modéliset;(¢) par une chaine de Markov :

p(Zj(t) = k) = DPjk, p(Zj(t) = k|zj(t - 1) = Z) = Pjn, [49]
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etz;(r) par un champs de Markov :

p(zj(r),r € R) x exp | —q; Z Z §(zi(r) — z;(r")) [50]
)

T TeVv(r

Notant aussi que; prennent des valeurs discretes, les champs considérédisont
type Ising (K=2) ou de Potts pour le cas plus général.

Notons aussi que, dans ce cag;) représente une segmentation de I'image, et il
y a bien sur un lien entre;(t) etg;(¢), dans le sens que, un changement de valeurs
dansz;(t) metsaunlavaleurdg(t) :  g;(t) = 6(2;(t) — z;(t — 1)), 0u6(t) =1
sit =0etd(t) = 0sit # 0. Les deux figures qui suivent illustrent ces propos.
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e e o o o o o o o o o x;(t)]|s(t)
e © e o o o o o o o o sj(t)|zj(t)
0 0 0 0 0 0 0 0 0« ®<® zj(t)|z-(t71)
1 1 2 2 3 3 3 1 1 z(@)= 1, K}
0O 0 0o 01 01 O O 1 0 q;(t
p(s;(t)]25(t) = k) :N(mjka _]k) — p(s;(t Zp z;(t (mjk7gj2'k)’

p(2(t) = k) = pjk, p(z;(t) = k|Zj(t —1)=1)=pj,

Figure 10. chaine de Markov avec des variables cachées représentant de
labels (régions).

p(s;j(r)|z;(r) =k) = N(mjk,ajzk)

plzj(r),r €R)ocexp [—a; Y Y d(zi(r) — z(r"))

TERT €V(T)

Figure 11. Champs de Markov avec des variables cachées représentant de
labels (régions).

0.8.3. Modélisation doublement markovienne

Dans la modélisation précédente, les pixels ayant la méigaeéte ont la méme
moyenne et la méme variance, mais il N’y a pas de corrélaticalé entres ces pixels :
les pixels se trouvant dans une région données sont coésidt@épendants. Une
modeélisation qui remédie a cette lacune est présentée elanhkéma suivant :

e e o o o o o o o o o xi()|s()

e 00O @@ o0 @ oo ()|3J(t )7,2]( ), zj(t—l)
0 0 0 0 0 0 0 0 0« ®<® §§|z7(t 1)

1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 ={1,---, ;

o 0o 0 o1 o1 O O 1 o =1 5( () —z;(t—1))

Figure 12. chaine ou champs de Gauss-Markov avec variable cachée
étiquettes de classification
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La figure suivante résume ces différentes modélisations :

e o o o o o o o o o o z;(t)s(t)
e o e o o e o e o o ° S (t)
Modele 1 :Un modeéle iid simple pour les sourcegt)

e o o o o o o o o o o z,(t))s(t)

e o o o o o o o o o o 5i(t)z(t)

e o o o o o o o o o o (t)ed{l,---,K}
(

)
Modéle 2 : Un modéle iid pour les sources(t)|z;(t) avec des variables cachées
z;j(t) iid, ce qui devient équivalent dvlodéle 1 : avec une lois de mélange pour les
sourcess; ().

e © o o e o o o o o o xi(t)|s(t)
0 0 0 0 0 0 0 O O« @< ® sj(t)|sj(t—1)
t—1,t,t+1
Modele 3 : Un modele markovian simple pour les souree&) qui prend en compte
la dynamique temporelle des sources, et par conséquerscebdervations.

e o o o o o o o o o o ;(t)s(t)

o — 0 0 @< @ 0 — 0 0 @< ® <@ Sj(t)|5j(t—1),Qj(t)
0 000 01 0 0 0 0 0 ¢t)={01}
t—1,t,t+1 t—1,t,t+1

Modéle 4 : Un modéle markovien composite avec des variable cachéewsa (¢).
Ce modele permet de prendre en compte des ruptures dangdassi

e e o o o o o o o o o x;(t)]s(t)
e e o o o o o o o o o S5 (t)|zj (t)

0 0 0 0 0 0 0 O @< @ <@ zjt‘zj(t—l)
1 1 1 1 2 2 3 3 3 1 1 zZ(t)={1,--- K}
0 0 0 01 0 1 O O 1 O gt

Modéle 5 : Un modéle composite ot} (¢) |z, (t) sontiid, mais des variable cachée éti-
quettesy; () sont markoviennes (Potts). Ce modéle traduit la notionttEntiogénéité
par région. Notons que les contoyrst) sont obtenus d’une maniére déterministe a
l'aide de la carte des segmentatiofit). Ces contours sont par construction fermes.

e © o o o o o o o o o x;(t)]s(t)

e — 000 0@ e — 0o °o—e sj(t)|sj(t—1),zj(t),zj(t—1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 2i(t)|z;(t — 1)

11 1 1 2 2 3 3 3 1 1 th:il,"',K

0 0 0 0O 1 0 1 0 0 1 0 g(t)=1-06(2(t)—z(t-1))

Modele 6 : Un modéle doublement markovien avec des variable cachgeedties
(Markov-Potts).

Figure 13. Différentes modélisation pour les sources :
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Modele 1 correspond a la modélisation classique des signaux danisifarts
des méthodes de I'ACP et de I'ACI ou la les sources sont cénsigb mutuellement
indépendantes et temporellement blanches. Différentix gloair p(s;) aboutit & des
algorithmes différents. Comme nous avons vu, le choix degjanne généralisé (GG)
est assez classique pour traduire I'éparsité des signaugess Cette modélisation est
aussi utilisée surtout lorsque le probléeme de la sépardgmsources est ramené dans
un espace transformé (Fourier, ondelettes ou splines).

Modele 2aussi peut correspondre a la modélisation classique dessigmais ici
la loi de chaque sources est modélisée par un mélange dpdoisxemple la mélange
de gaussiennes (MoG). En effet, la lois marginale; () est une mélange de lois.
Notons aussi que les sourcegt) ne sont pas blanches caf(t) dépend des;(t'),
bien que conditionnellement aux les s; soient indépendantes.

Modele 3commence a prendre en compte la dynamique temporelle desespu
mais les sources sont toujours supposées stationnairemfas a I'ordre deux). Beau-
coup de méthodes profitent de cette propriété de statiddraafordre deux pour pro-
poser des méthodes de séparation dans le domaine spectrale.

Modele 4 commence a prendre en compte la présence de discontinniséai
sources et convient pour modéliser des sources réguli@emprceaux ou par ré-
gions dans le cas des images. Dans ce cas, les variable®esagft¢ représentent
des contours dans des images sources. On peut établir uanisnce modele et le
Modele 3 En effet, dans I&lodéle 3, lorsqu’on choisit des lois non-gaussiennes pour
p(s;(t)|s;(t — 1)), par exemples dans les modéles markoviens avec des ptaentie
non-quadratiques ou non-convexes, il apparait, d'une énaimplicite, des variables
cachées liées aux contours.

Modele 5aussi prend en compte la présence de discontinuité dansueses et
convient pour modéliser des sources homogénes par moroggues régions dans le
cas des images. Dans ce cas, les variables cachées repnésestétiquettes des clas-
sifications attribuées a chaque pixels de I'image. L'enderdbs pixels d’'une image
ayant la méme valeur d’étiquette se regroupent dans desesrginégions) connexes
grace a la modélisation markovienne de ces étiquettesi,Aiass cette modélisation
on estime a la fois les sourcegr) et leurs segmentations(r). Tous les pixels; (r)
qui ont la méme valeur d’étiquette partagent des parameétm@snuns (moyennes et
variance par exemple). Ces pixels, par construction sevémaiuidans un ou plusieurs
régions. Cette modélisation est trés riche en particulien pes images. Nous avons
utilisé différentes variations de cette modélisationsrpmulassification, segmentation
et réduction de données dans des images hyper spectrales.

Modele 6est une version plus sophistiquéeladéle 5 En effet, dans ce dernier,
les pixels de 'images ayant la méme valeur d'étiquettegugent seulement les mémes
parameétres (moyennes et variances), mais ils sont coésislérdépendantslodele 6
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apporte une modélisation markovienne aussi pour ces pRalss cette modélisation,
une foisz;(r) estimée, on a aussi accés aux contauffs qui sont déduite d’'une
maniére déterministes et simple a partir 4ér). Cependant, la mise en ceuvre de
telle modélisation devienne assez complexe pour la sépaid sources.

Nous avons utilisé ces différentes modélisations dangslidemaines d’applica-
tions de la séparation de sources. Par exerifddéle 1 avec des lois gaussiennes
généralisées (GG) est utilisé dans [ICH 03b] et un exempitésldtat est donné dans
la figure qui suit.

Modele 2avec des lois gaussiennes généralisées (GG) est auss déhs [ICH 03b]
pour modéliser les coefficients d’ondelettes des souraesffet, les modeles de sépa-
ration de sources restent inchangés lorsqu’on effectugransformation orthogonal
sur des sources et sur des observations. On peut alorgeutds mémes techniques
d’estimation mais dans le domaine transformées (domamé&®sdrier ou ondelettes).
Un avantage important de passer dans un domaine transfopagexemple le do-
maine d’ondelettes, est que souvent la modélisation aeagyeat étre plus simple.
Par exemple, pour modéliser la lois des pixels d’'une imagecggpar un mélange de
gaussiennes nécessite un nombre important de cl&Ssa®rs que, dans le domaine
des ondelettes, une modélisation avec seulement deueslpssit suffire. La figure
suivante montre un exemple de résultat que I'on peut ob&miatilisant une telle
modélisation.

0.9. Exemples de résultats de séparation

Dans cette section, une sélection de résultats de la si&padat sources dans di-
vers domaines sont présentés pour montrer 'utilité depfaphe bayésienne. Ces
résultats sont obtenus en utilisant les différentes medaiétins décrites précédement
soit directement sur des signaux et des images directerniérgus des coéfficients
dans un espace transformée.

0.9.1. Séparation de sources en spectrométrie

Ces résultats concernent la spectroscopie proche infrgerd_a figure suivante
montre un exemple de simulation de 10 signaux que I'on pesgmier en mélangeant
3 substances chimiques (cyclopentane (A), cyclohexanar{B)cyclohexane (C)) en
supposant qu'il N’y a pas d’interaction entre ces substnoce modele linéaire de
mélange est alors valide. Ici, il fallait prendre en comptédit que les spectres ainsi
que les éléments de la matrices de mélanges a trouver satifspae modele uti-
lisé est du typeviodéle 1avec des lois priori gamma pour les sources et pour les
éléments de la matrices de mélange. L'algorithme implééantcherche a estimer
conjointement les sources, la matrice de mélange ainsie@pibylper-parametres en
maximisant, la loisa posteriorijointe successivement. Ces résultats sont fournis par
S. Moussaoui et al. [MOU 04c].
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éléments de la matrice de mélange, et les dix observatigmss krois sources
et la matrices de mélange estimées.

Criteres de performance :

-1

PI=1L zn: zn: IGaml® 1]+ Zn: [
2 max\G(,;Jg)P max|G(Ig,i)|2
=1 k=1 ¢ k=1 ¢
N . 2
CTs, = 3 (sj(yk) - sj(yk)) avec G = A* A,
k=1
NNICA NMF ALS BPSS
CTg, (dB) -4.82 -14.20 -15.18 -33.23
CTg, (dB) -5.64 -17.50 -23.43 -24.98
CTg, (dB) -4.77 -17.88 -14.01 -26.05
PI(dB) -1.02 -11.60 -8.10 -19.22
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0.9.2. Séparation de sources en astrophysique

Un des problémes de traitement d’'image en astrophysiquia egparation des
différentes rayonnements et en particulier I'extracti@nl'dctivité du fonds cosmo-
logique (Cosmological Microwave Background). La modédima des observations,
une fois passée dans le domaine de Fourier, s’écrit matitfuieatent comme un pro-
bleme de séparation de sources. L'exemple de résultat deatiem présentée ici est
une simulation dont I'objectif est la séparation de troisrses a partir de six images.
La modélisation utilisée ici edtlodéle 3mais dans le domaine de Fourier. La figure
suivante montre ce résultat.

CMB Dust

150 GHz 217 GHz

o

545 GHz 857 GHz

recovered CMB recovered Dust recovered 57

Figure 15. Separation de sources en astrophysique : a) les 3 soufcés les
6 observationsX, c) les trois sources estiméss
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0.9.3. Séparation de sources en imagerie satellitaire

Il s’agit de deux exemples de résultats de simulation poséfmration de nuages
dans une imagerie satellitaire. Dans le premier exempiaoi@élisation utilisée est du
type Modéle 4 ou les pixels de chague image source est supposée appartiix
classes [SNO 03].

Figure 16. Separation des nuages en imagerie sattelitaire : a) lesceaf,
b) les observations(, c) résultats de séparatio§ et d) résultats de
segmentation pour chaqgue sourZe

Le deuxieme exemple traite ce méme genre de probleme, maffemuant la
séparation dans le domaine d’ondelettes. En effet, si olicagpune transformation
unitaire comme par exemple une transformée en ondelettiesgumale a I'équation
de la séparation de sources, on obtient la méme relationle@osnaine transformée.
On peut alors effectuer la séparation de sources sur ceficoets et ensuite recons-
truire les signaux. Un avantage essentiel, souvent vadisieque la modélisatioa
priori appropriée sur ces coefficients peut étre plus simple. Ranpbe, un modéle
du typeModéle 1ou Modele 2 peut trés bien convenir. La figure qui suit montre un
exemple de tels résultat avec une laipriori gaussienne généralisée (GG) ou une
mélange de gaussienne (MoG) sur les coefficients d’ondsldés sources.
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S par MoG

dB SNR =19.13dB

SNR=12.37dB  SNR=19.13dB  SNR=19.83dB
915 477 ] 5 [ 915 5427 4 [ 915 485
A= [ 403 879 } A= { 402 841 ] A= [ 403 875 }

Figure 17. Séparation de sources utilisant la modélisation 1 et2: a) le
sourcesS, b) les observationX = AS + E, c) résultats de séparation par
la modélisation GG et d) résultats de séparation par la misdébbn MoG.

0.9.4. Réduction de données et classification des images hypectsples

Les données hyper-spectrales forment une cube, souvesetjié&s comme un en-
semble d’images:,, (). Mais, une particularité de ces images est que la suite des
pixels en une positiom donnée le long des bandes spectraltorment un spectre.
C’est pourquoi, on peut aussi considérer les données rygmatrales comme un en-
semble de spectres-(w) [SAS 87, PAR 00, BAL 05b, BAL 05a]. Evidemment, ces
images ou ces spectres ne sont rarement indépendants des de autres. C’est
pourquoi, un des probléme de traitement de données danswtaim®md’application
est la réduction de données.

Sion considére ces données comme un ensemble de specirese alobléme de
la réduction de données devient :

K
rr(w) =Y Ap psp(w) + er(w) [51]
k=1

ou les s, (w) sont lesK spectres sources que I'on souhaite mutuellement les plus
indépendantes que possibles. Notons ici que les colonnkesrdatrices de mélange
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A sont en fait des imaged, (7). Dans un cas idéal, chacune de ses images doivent
avoir tous les pixels a zéro sauf les pixels appartenant &dgsns représentant un
type (une classe k) de matiere, et donc, associée a un spgetre

Si, par contre, on considére ces données comme un ensentbkegdsz,, (1),
alors le probleme de la réduction de données devient :

N
x,(r) = ZAw,jsj(r) + eu(r)

ou less,, (r) sont lesN images sources que I'on souhaite les plus indépendantes mu-
tuellement que possibles. Notons ici que les colonnes deatdaas de mélangd

sont en fait des spectre$;(w). Dans un cas idéal dans ce cas, chacune des images
sourcess;(r) doivent avoir tous les pixels a zéro sauf les pixels appartea des
régions représentant un type (une classe j) de matiéreiassdain spectrel; (w).

Cette explication devient plus claire si dans ces deux nesd&h choisitX' = N, ce

qui signifie que les colonnesy ;, de la matrice de mélange dans le premier modéle
et les images sources(r) de la deuxieme modele représentent la méme chose. De
méme, les colonned,, ; de la matrice de mélange dans le deuxieme modele et les
images sources;, (w) du premier modéle représentent aussi la méme chose.

A priori, on peut s'intéresser a ces deux problémes d’'unei@énamdépendantes.
Mais, on peut aussi prendre en compte cette particulanitéffet, dans ce dernier cas,
les colonnes de la matrices de mélange qu'il faut estimerdes spectres. Elles ont
donc des particularités, par exemple, elles doivent, amg@itre positives. Et dans le
premier cas, les colonnes de la matrices de mélange qutieiimer sont des images
qui ont elles aussi des spécificités d’étre homogenes pem®g

Dans les résultats que nous allons présentés ici, nousdésoss ce dernier mo-
dele. Evidemment, on imposepriori que les sources; () soient mutuellement in-
dépendantes. Mais une particularité des images hypetrafessoest qu’elles ont toutes
composée d’'un ensemble fini de régions et un ensemble fii demposants carac-
téristiques. Alors, si on impose aussi aux sourGés) d’avoir ces mémes caracteris-
tiques, on voit tout de suite qu’'un des modedgsriori Modéle 5ou Modéle 6 peut
convenir.

En effet, nous avons développé une méthode basée Bladéle 5avec une par-
ticularité supplémentaire qui est de supposer que les imalgeervées et les sources
ont une segmentation commusag@:) mais inconnue. Par ailleurs, un des objectifs des
utilisateurs de telles images est de trouver cette segmt@mtiune maniére supervi-
sée ou non. La figure suivante montre deux exemples de réssglta I'on obtient par
ce type de méthode.
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Figure 18. Réduction de données et classification des images
hyper-spectrales : a) les 32 images(r) d’'un cube hyperspectrale, b) les 8
sourcess; (r) estimées, c) la segmentation commeufe) estimée, d) les
moyennesn;, etles variancesrf- , estimées des spectres associé a chaque
classe. Les moyennes;, représentent les colonnes de la matrideet leso ;.
leurs écarts-types.
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