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Glan de I'exposé : \

1. Problémes inverses ?

— Deux exemples mathématiquement identiques:
un probléme de gestion du transport et
un probléme de reconstruction d’image en tomographie X

N

. Problemes inverses linéaires

w

. Classification des méthodes d’inversion

— Analytiques, Algébriques déterministes et Probabilistes
. Méthodes probabilistes

—  Maximum de vraisemblance (MV)

S

—  Maximum d’entropie classique (ME)
—  Maximum d’entropie sur la moyenne (MEM)
— Approche bayésienne

ot

. Approche bayésienne de ’estimation
Q Problemes ouverts, Exemple d’applications et Conclusions /
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/1 Problemes inverses

A (y, =, =z, b =0

grandeurs grandeurs inconnues  erreurs

~

modele mesures  inconnues intermédiaires et bruit
Relation explicite : y=A(z, z,b)
Erreur en sortie : y=A(xz,z)ob
Erreur additive : y=A(xz,z)+b
Relation entre x et z : { y=Alez)+b
Ay (x, z) =
Modele non linéaire simple : y=A(x)+b
Modele linéaire : y=Axob
\Modéle linéaire + bruit additif : y = Ax+ b /
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Ex1: Probleme du gestion de transport
On O =
y¥; nombre des résidents
O O

dans le quartier 2
[ )

~

z; nombre des places bureaux

Ow—m__
O dans le quartier j
° Z4

. n
[ ] —_ Y —

: E Tij =Y, t=1,---m
Jj=1
O y O z zm

m n .

Tij = Zj, _]Zl,n

Quartiers Quartiers i=1
résidentiels des bureaux

N

/
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4 h

Ex2: Probléeme de la reconstruction d’image en tomographie
S
Tij
1
g D — y; projection verticale
- zj  projection horizontal
| n
Lt Ym E :L'ijzyi, ’i:l,---m
j=1
D m
LTI T] > wiy =2z, j=1,--n
Z1 Zn i=1
A. Mohammad-Djafari 5 LSS, CNRS-Supélec-UPS

Séminaire CREST-INSEE, Lab. de Statistique, Malakoff, France. Lundi 13 Mai 1996

/ ( 1000100010001000 \

” 0100010001000100 / ”31\
" 0010001000100010 T2 1 YM
.| _ | 0oo1000100010001 :
~ | 0000000000001111
0000000011110000 :
Ys 0000111100000000 \xm ) TN | Ym+1
1111000000000000 / " Y
y= Az

e Probleme direct: Etant donnée z calculer Yy
e Probleme inverse: Etant donnée y déterminer ou estimer x
— Existence de la solution
— Unicité de la solution
KStabilité de la solution (sensibilité vis-a-vis des perturbations) /
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Stabilité :
10 7
7 5
A=
8 6
7 5
10 7
7 93
8 6
7 95
10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10
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4 )

—_— = COnd(A)m

A ={30.3, 3.86, .84, 0.01}

max [A;|  30.3
min|)\;  0.01

— cond(A) = ~ 3000

Sensibilité aux erreurs sur les parameétres du modele :

10 7 81 7.2 T 32 —81
7.08 5.04 6 b} To 23 137
frnd — r =
8 5.98 9.89 9 T3 33 —34
6.99 4.99 99.98 T4 31 22
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ﬁ Probleme linéaire discret et sans bruit \
y= Az
e Probleme linéaire discret avec bruit additif
y=Ax+b
e Probleme linéaire continu
y(si) = /x(r)h(r,si)dr+b(si), i=1,,M

e Probléme non linéaire continu

pa(ri) = //DGm(ri,r')gb(r')x(r')dr’, r;€S
p(r) = Cbo(”')+//I)Go(r,r')¢(r')x(r’)dr', reD

e Probléme non linéaire discret

k y=A(z)+b /
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KZ Problemes inverses linéaires \
y(si) = /x(r)h(r,si)dr+b(si), =1, M
Débruitage : y(r;) = z(r;) + b(r;)
Interpolation : (rz =z(r) + b(r;)
Déconvolution : /9: h(r; — ") dr’ + b(r;)

Restauration d’image :
(Goms) = [[ 2(C (G = ¢y = 1) A"+ b(Giy)
Reconstruction d’image :
risd) = ([ (6 m)ar: = Ceosd = nsin ) dCdn+ b(ri, )
Synthése de Fourier :
\y(Qi, ¢;) = / z(¢, ) exp [§(C€ cos ¢; + nQ; sin ¢;] ACdn + b(Q, #5)
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G Classification des méthodes \
3.1 Meéthodes analytiques

On se place dans le cadre de mesures continues et en utilisant
la notion d’opérateur adjoint on cherche une solution analytique

qui est ensuite approximée lors du calcul numérique
y(rs) = / h(rs, ™Yo (') dr’ + b(r:)

z(r) = /g(r',r)y(r) dr ~ Zwiy('ri)g(r', r;)

e Inversion directe ou dans ’espace dual

e Inversion par décomposition tronquée sur une base

Limitations :

e Méthodes limitées aux cas de modeles simples

e Bruit et perturbations ne sont pas pris en compte
!Nécessite un ensemble complet de données non bruitées /
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6.2 Méthodes algébriques déterministes \
y=Ax+b
e Rétrojection ou filtre adapté : Z=A

'y
e Inversion direct lorsque possible: z = A~ 'y

e Inverse gnéralisée:
~ M > Netrang{A} =N —z = (A*A) 1A%y
~ M < Netrang{A}=M — z=A(AA") 1y

T

, . . . ~ <Uug,y >
— Décomposition en valeurs singulieres : = E — Vg
Ak
k=1
e Restriction de I’espace des solutions :
min f(x) s.c. Ax =y, avec, par exemple
n n n
Z 2 Z Z
A. Mohammad-Djafari 13 LSS, CNRS-Supélec-UPS
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KDéﬁnition de la solution comme le minimum d’un criteére : \
T =arg II:lgIl {J(x)}

e Moindres carrés (MC) : J(z) =|ly — A(z)||?

e MC de norme minimal (MCNM) : J(z) = ||y — A(z)||? + A||z||?

e Régularisation classique : J(z) = |ly — A(z)||?> + \|| Dz||?

e Régularisation plus générale :

J(z) = Qy — A(z)) + A®(Dx)
ou encore
J(z) = Aa(y, A(z)) + AAs(2, Too)
Limitations :
e Bruit implicitement considéré blanc et gaussien

e Prise en compte d’information a priori sur la solution limitée

kOManque d’outil pour la détermination des hyperparametres /
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/3.3 Méthodes probabilistes \

On se place dans le cadre de I'estimation :

Maximum de vraisemblance (MV)

Maximum d’entropie (ME)

Maximum d’entropie sur la moyenne (MEM)

Estimation bayésienne (EB)
Avantages :

e Prise en compte de la nature du bruit

\o Prise en compte d’information a prior: sur la solution /

A. Mohammad-Djafari 15 LSS, CNRS-Supélec-UPS
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4 )

e Cadre cohérent permettant aussi la détermination des
hyperparametres

Limitations : Mise en ceuvre plus difficile en pratique

\_ /
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/4 Méthodes probabilistes \

4.1 Maximum de vraisemblance (MV)

Modele d’observation : y=A(x)+b
- : — p(y|e)
Caractéristiques du bruit :  py(b)

€ = argmax {p(y|e)} = argmin {—Inp(y|z)}
e (Cas linéaire gaussien : —»  Moindres Carrés
~Inp(ylz) = —lly — Az|? — & = argmin {|ly — Az|’}
e Méthode rarement satisfaisante pour les problemes inverses

e Maximum de vraisemblance pénalisée

@ = argmin {—Inp(ylz) + &(x)}

N /
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6.2 Maximum d’entropie classique (ME) \

T
imi H = — iln =L P —m; .C. —Az =0
maximiser H (x) ; [mj n m; + (z; —m;)| s.c. y—Acx
Lagrangien : L(z,A) = H(x) — Y, Ai(yi — [Azx];)
Solution :

or _ 0 — x5 = mjexp [~Ao — [A"A];]
8.7,'j
Les variables duales (parametres de Lagrange) sont solution de :
oL
o 0 — y; — Zaijmj exp [—Ao — [A*A];] =0

J

Prise en compte du bruit :
max H(z) s.c. |[y—Az|> <c— % = argn%n{”y — Az|®>+ AH(z)}

Q)ifﬁcultée : choix de )\ /
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6.3 Maximum d’entropie sur la moyenne (MEM)\

z=E{Z} €C, Z un vecteur aléatoire de loi de probabilité p(z)

Modele de mesure : y = Az = AE{Z} ou E{Z} = /zp(z) dz

minimiser /p(z) In p(2) dz s.c. y= AE{Z}
c Po(2)

po(z) une loi a priori pour Z. Solution :

p(z;A) = Z(l)\)po(Z) exp [)\t[AzH = po(2) exp [)\t[Az] I Z(A)]
Z(A) = / po(2) exp [A'[Az]] dz
mrgiii()\) =y, i:1,..-,M—>)\—>§(>\):E{Z}:/zp(z;)‘)dz

N /
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ﬁ\lotant : \
s=A'A, G(s)=InZ(s)= ln/po(z) exp [s'z] dz,

H(z) = s'z — G(s), D) = Ay — G(At)\)

on a

A =arg m}i\n {DA)}, Critere dual
r =argmin{H(x)} s.c.y= Az, Critére primal
4G(s
z(s) = TS, relation explicite
s

e G et H dépendent de la loi a priori po(z).

e Si on note m = /zpo(z) dz alors on montre que

H(xz) = H(x, m) est une mesure de distance entre x et m :

- H(xz,m)>0, et H(z,m)=0 ssi x=m

— H(z, m) est dérivable et strictement convexe sur C
H(z,m

k - )=oosixz &C. /
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@ N

Si

N N
po(z) = H pi(z;) alors p(z,A) = Hpj(zja A)

et

G(s) = Zgj (s5), H(z,m)= Zhj($j7mj), zj = g;(s5)

Remplacant s = A*X on a

GA) = Zgj ([A*A);) , H(z,m) = Zhj(xj,mj), Zj = g; ([Atj\]j)

o hj(z,m) et g;(x) dépendent de p;(x).

e g;(z) est le convexe conjugué de h;(z, m)

N /
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4 )

e g;(s) est la transformée de Cramer (log transformée de Laplace)
de ()
5(5) =t [ y(a) explsa) do.

\_ /
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ﬁﬂxemples : \

Cas 1 (z) 9;(s) hj (@, m)
Gaussienne exp [—3(z —m)?] | 3(s—m)? 2z —m)?
Poissonnienne 7;‘—? exp [—m] exp [m — s] —ZInZ4tm-—z
Gamma z* texp[—xz/m] | In(s —m) —lnZ 2 _7]

e Lorsque po(x) n'est pas séparable il devient tres difficile de
mener les calcul (excepté le cas gaussien).

e Cas gaussien : po(z) = N(m, R;) ol on a

H(z,m) = —%(w _m)'RM@—m) et G\) = —%)\t)\

Qu‘cre cas ? /
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Grise en compte du bruit : \

Deux approches possibles :
(Theses de G. Le Besnerais(93) et J.F. Bercher(95))
1- Remplacer y = Az par |y; — [Ax];| <€
x= argn}gn {H(x)} s.c. ly; — [Ax];| <€, avec H(x) = Z hj(xj)
j

A = arg min {D(A)} avec D(A) = D(A) + a|A||?
r ~
2- Remplacer y = Az par y = [A|I] —y=Azx
b

Si po(&) = pe(x)up(b) alors = arggleircl{Q(y — Az) + aH(x)}

N M
avec H(z) = Z hj(x;), et Q(z) = ZCIi(Zj)a

j=1 1=
hj(x;) et gi(z;) dépendent des mesures de référence pz(x) et pp(x).
kCependant la détermination du « reste empirique. /
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/5 Approche bayésienne de ’estimation \

Modele d’observation et caractéristiques du bruit : — p(y|z; 3)

Information a priorisur & : —» p(x|0)

e Bayes: —  p(z|y; 8,0) = p(y|x; B) p(x|0)/p(y; B, 6)

Régle d’estimation :  fonction cout c(x, x)

(y;,0) = argmin { [ (@ 2wiel:.0 dx}

Exemple :
Estimation au sens du Mazimum A Posteriori (MAP) :

T = argénin{— Inp(zly; 3,6)} = argﬂl;nin{— Inp(y|z; B) — Inp(x|6)}

N /
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KEstimateurs ponctuels : \

e Maximum a posteriori (MAP) :

Clz,2) =1-6(z - 2) — 2 = argmax {p(z|y; 6, 8)}
e Moyenne a posteriori (MP) :
C(e,®) = [o-2)'Qla-3]' — & =By {2} = [ @p(aly:8.5)do
e MAP Marginale (MAPM) :

C(z,z) = H 1—6(z; — ;) — T = argmax {p(z;|y; ) },

ou

p(oily:6) = [ by @ly: 0)doy - oy dois -+ da,

\_ /
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(e

-

as des problémes inverses linéaires \

y=Azx+b
e Hypothese sur le bruit : b~ N(0,1/8I) — y|x ~ N (Az,1/5I)
plyle. ) x exp |~ 5l — Aal
e Hypothese gaussienne sur « : © ~ N (xg,0Py) :
p(x]0) ox exp {—%G[w —zo]'Pylx - mo]]

e z|y ~ N(Z, P) avec

2 =PA'(y — Az,), P=(A’"A+AP;)""

/

A. Mohammad-Djafari 27 LSS, CNRS-Supélec-UPS

Séminaire CREST-INSEE, Lab. de Statistique, Malakoff, France. Lundi 13 Mai 1996

-

N

~

e La solution au sens du MAP :

T = arg max {p(z|y)} = argn%.i:n{J(a:)}, avec J(x) = Q(x)+AP(x)

- 0
Q(z) = |ly — Az|?, &(z)=<'Pj'e=|Dz|, A= 3

/
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4 )

J(z) = |ly — Az|* + A®(x)

e Hypothese Gamma, sur x :
p(z;) < (xj/m;)* exp [—z;/m;] — @(x) = azln St R
J mj mj

e Hypothese Béta sur x :
p(zj) oc (1 — ;)P —  B(x) = aZlnxj —I—,BZln(l — Zj),
J J

e Hypothese gaussienne généralisée sur x:
p(z;) xexp[—alz;P], 1<p<2— ®(x)=0a) |zl
J

e Modeles markoviens pour  :

p(zjlT) o< exp | —o Z d(zrj,z)| — P(x) = O‘Z Z d(zj, x;),

iEN; Jj €N,

N /
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ﬁ}adre général : Estimé MAP : \

r= argn%cin {J(x)},avec J(z) = |ly — Az||* + Pu(z)

e Lois gaussiennes : ®,(x) quadratique
— J(x) quadratique — Estimateur linéaire

e Lois entropiques : ®q(x) convexe et séparable : ®(x) =} da(z;)
avec ba(zj) = {aa:?, a(zjlnz; —z;), a(lnz;—=z;)}

— J(x) convexe — Estimateur nonlinéaire mais facile a calculer

e Modeles markoviens : ®o(z) =3 _; >ien, Pa (zj — ;) avec ¢gq(t) =

[t]? silt] < a, t? sift) <o, a2t?

, , , logcosh(t/a)
a?  sinon, 2ot — a?  sinon, 1+1¢2

K@a(w) non convexe — Estimateur nonlinéaire et difficile & calculer/
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/6 Problemes ouverts \

e Comment choisir p(z|3)
Dans le cas des modeles markoviens comment choisir les
fonctions potentiels
— Invariance d’echelle (Djafari93, Brette et al. 93, 94)

e Comment déterminer les hyperparametres (6, 3)
— MAP généralisée, MAPM, EM, SEM, ...
(Djafari 95, Idier 94)

e Comment choisir un estimateur : MAP, MP ou MAPM
— Plutot considération calculatoires

e Comment calculer efficacement la solution Z(y; 0, 3)
— Algorithmes d’optimisation :

\ — Recuit simulé, /

A. Mohammad-Djafari 31 LSS, CNRS-Supélec-UPS
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4 )

— Relaxation déterministe (GNC) (These Nikolova 95)

\_ /
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6.1 Estimation des hyperparametres \

p((lﬁ|01), p(y|m302) _>p(w|y301302)
Cas ou les hyperparametres sont inconnus :

p(01),p(02) — p(z,01,02]y) = p(x|y, 61,62)p(61)p(62)
e JMAP (ou MV généralisé):
(3,51,/0\2) =arg max {p(xz,01,0:]y)}

(wa 1, 2)
e Un schéma d’optimisation possible :
~(k+1) ~(k) ~(k)
T = argmaxg ¢ p(z|y,0, ,05")
87 = argmaxg, {p(é’lly, 2®, 9} ))}
~(k+1) N ~(k)
0" = argmaxg, {p(0ul,2.6)}
\
— Existence du maximum ? — Convergence de I'algorithme ?
(Caractéristiques de la solution ? /
A. Mohammad-Djafari 33 LSS, CNRS-Supélec-UPS
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KMarginalisation (parametres de nuisance): \

¢ = argmax {p(z|y)} avec p(zly) = //p(w,Ol,Oz\y) dé, do,

e MAP marginal (ou MV marginal, Empirical Bayes ou encore
Evidence framework):

p(01,0:2]y) = /p(m)01a02‘y) dz

(61,6,) = arg max {p(61,0:[y)},
T = argmaz?x{p(w\y,Ol,Oz)}

Mais en général le calcul de p(61, 02|y) est difficile —
— Approximation gaussienne,

KAlgorithme EM, SEM, etc. /
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ﬁ? Exemples d’application \

e Restauration des signaux mesurés par des capteurs imparfaits
e Restauration d’image
e Reconstruction d’image en tomographie X

e Synthese d’ouverture et reconstruction d’image en

radioastronomie

e Synthese de Fourier et reconstruction d’image par ondes
diffractées

e Imagerie par courants de Foucaut en CND

e Tomographie d’impédance

\o Fusion de données gammagraphie et ultrasonore en CND /
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f8 Problemes ouverts \

e Modélisation du probleme direct

linéaire, bilinéaire, non linéaire, ...

e Modélisation des objets (signaux, images, bruit) étudiés
Paramétrique / Non paramétrique
Gaussien / Non Gaussien, Entropique / Markovien

e Choix des criteéres ou des fonctions cotut
MAP, MP, MMP, ...

e Algorithmes d’optimisation et techniques de mise en ceuvre
Locale / Globale, Déterministe / Stochastique
techniques multigrilles

Ko Choix des hyperparametres et sélection du modele /
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-

-

e Mesure de qualité de ’estimation

~

/
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