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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Position du probléme

Quelques méthodes de séparation

Exploitation de la corrélation

Exploitation de la non stationarité

Contributions et organisation du document

Ce chapitre introductif expose le probléeme de séparation de
sources et les motivations & la fois applicatives et théoriques
qui ont excité la communauté scientifique & se pencher sur
ce probléeme. Le rappel des principales méthodes de sépara-
tion est présenté sous une forme comparative visant a déce-
ler les points communs et les divergences au niveau de leur
principes. Cette introduction débouche sur les principales
contributions de I’auteur en indiquant le fil directeur reliant
les différents chapitres de ce mémoire.



I.1 Position du probleme

Avant de présenter brievement les principales méthodes de séparation, nous allons essayer d’élu-
cider les objectifs de ces méthodes. On va distinguer deux approches duales! qui se rejoignent dans
un cas particulier.

[A] SEPARATION DE SOURCES COMME UN PROBLEME DE RECONSTRUCTION

Dans un contexte physique, le probleme de séparation de sources peut étre considéré comme
un probleme d’identification. En effet, les signaux qu’on obtient sur les capteurs & la sortie d’un
dispositif de mesure représentent I'image des signaux d’intérét (les signaux sources) par une trans-
formation modélisant les processus physiques de propagation et de mesure (voir figure 1.1). Si on
note s(t) = [s1(t), ..., sn(t)]* le vecteur des n composantes sources & l'instant ¢ (¢ = 1..T'), le vecteur
des m observations z(t) = [z1(t), ..., Tm (t)]* est 1ié aux sources par I’équation suivante :

x(t) = fi(s(1),...,s(T7)), t=1..T

ou {fi}1=1.7 est la transformation liant les sources et les observations. Quelque soit la complexité
raisonable de la modélisation de cette transformation, on ne peut, dans les situations réelles, affirmer
son exactitude d’ou I'introduction d’un terme stochastique reflétant les erreurs de modélisation et
aussi la présence d’autres sources non désirables qu’on appelle bruit. On a alors la relation suivante
entre les sources et les observations :

z(t) = fi(s(1),...,8(T)) @ b(t), t =1.T (I.1)

ol ® est lopérateur de superposition du bruit b(t).

> I |
w —
S3 I3

(a) (b)

Fi1Gg. 1.1: L’exemple traditionnellement repris dans la litérature est celui du "cocktail party” ou
plusieurs personnes parlent au méme temps et les signaux sont mélangés sur les micros, a droite la
modélisation de ce mélange

Nous avons ainsi un probléme inverse : connaissant les données x1_ 7, ’objectif est de reconstruire
les sources si. 7. Les performances de cette reconstruction sont directement liées & la forme des

1a notion de dualité va étre reprise dans la conclusion et fera partie de I'un des perspectives théoriques de ce
travail



fonctions f; qu’on suppose connues (modélisation du probléme direct) et au rapport signal sur
bruit. Cette inversion est en général un probleme mal posé d’ou les techniques de régularisation 7.
Afin d’introduire le probléme de séparation de sources, on va simplifier le modeéle d’observation en
supposant que f; ne dépend pas de l'instant ¢ et qu’elle ne varie qu’en fonction de s(t) et que le
bruit est additif, d’ou la relation suivante :

z(t) = f(s(t)) + b(t), t = 1.T (1.2)

En séparation de sources, on introduit une difficulté supplémentaire : la fonction f n’est pas parfai-
tement connue. Ce n’est pas seulement la forme plus ou moins compliquée de la fonction f connue
qui rend l'identification des sources difficile mais aussi la non connaissance de cette fonction. On
voit clairement que le probléme reste relativement difficile méme si la fonction f posséde une forme
simple comme par exemple le cas linéaire. Dans ce cas, on introduit la matrice A de dimension
m * n qu’on appelle matrice de mélange et le modele d’observation devient :

xz(t) = As(t) + b(t), t =1..T (1.3)

L’objectif est de restaurer les sources a partir des observations. La non connaissance de la matrice
de mélange rend le probléeme mal posé (solution n’est pas unique). Par conséquent, on doit imposer
des contraintes sur les sources, sur le bruit et sur la matrice de mélange permettant d’assurer
l'identifiabilité du modele (1.3). Ces contraintes peuvent étre de type statistique comme nous allons
voir dans la section suivante en rappelant les principales méthodes de séparation.

[B] SEPARATION DE SOURCES COMME UN PROBLEME DE DECOMPOSITION

On peut aussi considérer la séparation de sources comme la décomposition des observations
multidimensionnelles 1.7 sur une base de signaux y;_7 indépendants (voir figure 1.2). Nous avons
I’habitude de manipuler des décompositions sur des bases orthogonales pertinentes 2 le long de
la dimension temporelle ® comme la transformée de Fourier, la décomposition en ondelettes...,
dans ’objectif d’éliminer une certaine redondance et capter l'information utile avec un nombre
plus réduit d’échantillons. Dans le cas des signaux multi-composantes, on peut aussi envisager une
décomposition le long de la dimension spatiale. Ayant plusieurs échantillons d’un vecteur de dimen-
sion suffisamment réduite (afin de distinguer la dimension spatiale de la dimension temporelle), des
méthodes statistiques visant a décomposer le signal multi-composantes sur une base ayant des pro-
priétés statistiques particulieres ont prouvé leur utilité. Ainsi, ’analyse en composantes principales
est la recherche d’une base de signaux décorrélés. L’analyse en composantes indépendantes est la
recherche d’une base de signaux indépendants. A la différence des décompositions sur des bases
orthogonales classiques, I’ACP ou I’ACI apprennent les bases directement & partir des données eux
meémes.

A la différence de la premiere approche, il n’est pas nécessaire de supposer que les données x1. 1
proviennent physiquement de sources s1. 1 indépendantes. C’est a partir des données &1 7 et une
architecture fixée en avance qu’on essaie de construire une base jouissant de certaines propriétés
statistiques comme la décorrélation ou 'indépendance. Dans le cas d’une architecture linéaire, on
cherche & estimer une matrice B de telle facon que les signaux y;_r obtenus par :

y(t) = Bz(t), t=1..T

2cette pertinence dépend bien entendu de la classe des signaux considérés
3ici, le temps indique un indice général, ca peut étre le pixel d’une image ou le pixel d’une transformation temps
fréquence...



soient le plus possible décorrélés (ACP) ou le plus possible indépendants (ACI) ou que leur distri-
bution de probabilité soit le plus proche d’une distribution fixée py.

e O »

T3 O Y3

(a) (b)

Fic. 1.2: Recherche des directions indépendantes

Dans la figure 1.3, on peut décerner la notion de dualité. En effet, dans la premieére approche,
les données observées sont les sorties du systeme de mesure et on essaie de trouver les entrées qui
expliquent le plus possible leur obtention. Nous voyons apparaitre alors le principe du maximum
de vraisemblance. Tandis que dans la deuxiéme approche, les données observées sont les entrées
de notre systeme qui va produire les signaux yi 7. A titre illustratif, le premier systeme est &
comparer 3 un canal de transmission ol on cherche a remonter au signal émis connaissant le signal
regu. Tandis que le deuxieéme systeme est & comparer & systéme de contréle ou on cherche a produire
une action (les sorties y; ) connaissant les informations mesurées x;_ 7.

r N r N
—> —> —f —>
—> Restaurer —> — Décomposer >
S — : —> X — N > Y
— — — —>
— —> — —>
|\ J \_ v,

Fi1G. 1.3: Restaurer ou décomposer ?

Les deux approches peuvent se rejoindre sous certaines conditions comme nous allons dans le
paragraphe suivant.
[C] THEOREME DE DARMOIS : POINT DE RENCONTRE DE CES DEUX APPROCHES

Dans le cas ou le bruit d’observation dans 1’équation (I.2) est nul et que le mélange est linéaire

o x(t) = As(t), t =1..T (1.4)

Autrement dit, les données 1 7 suivent le modele de ’ACI. La recherche des composantes indé-
pendantes y1.1 (p(y(t) = [Ip;(y; (1)) :

y(t) = Bz(t), t=1..T (I.5)

4



équivaut & une permutation et échelle prés a I’estimation des sources dans le modele de mélange
II1.1 & condition que ces sources soient indépendantes et au plus I'une d’entre elles est gaussienne.
Ceci est assuré par le théoréme suivant de Darmois [Darmois, 1953] (regarder aussi [Comon, 1994]
pour la relation de ce théoréme avec ’analyse en composantes indépendantes) :

Théoréme 1 (Darmois 1953) Soient deuz variables aléatoires X1 et Xo définies par :

N N
X1 = E a;T;, Xo= E bizi,
i=1 i=1

ot les x; sont des variables aléatoires indépendantes. Si X1 et Xo sont indépendantes alors toutes
les variables x; tel que ajb; # 0 sont gaussiennes.

D’apres les modeles III.1 et 1.5, les signaux y;. 7 sont liés aux signaux sources s; 7 par la
relation linéaire suivante :
y(t) = BAs(t) = Cs(t), t =1..T

ou C est le produit de la matrice séparatrice B et de la vraie matrice de mélange A. En applicant le
théoréme de Darmois pour des sources s indépendantes ayant au plus une composante gaussienne,
il y a une équivalence entre les trois propositions suivantes :

(i) Les composantes de y sont deux & deux indépendantes.

(ii) Les composantes de y sont mutuellement indépendantes.

(iii) C = AP, A une matrice diagonale et P une matrice de permutation
En assurant ainsi I'indépendance mutuelle (ou, moins restrictivement, 'indépendance deux & deux)
des composantes de y, on retrouve les signaux sources qui ont engendré les observations. Dans
ce cas l'analyse en composantes indépendantes (ACI) est équivalente de point de vue objectif
a la reconstruction des sources. On va constater cette équivalence en parcourant les principales
méthodes de séparation. Cependant, on n’aboutit pas aux mémes algorithmes de séparation car
tout simplement les deux approches ne sont implémentées d’une manieére optimale (impossible en
pratique pour une raison commune qui est la non connaissance parfaite de la densité des sources)
et donc au sein de chaque approche on peut avoir plusieurs variantes.

I.2 Quelques méthodes de séparation

[.2.1 CaAs1LLD
[A] ANALYSE EN COMPOSANTES INDEPENDANTES

L’analyse en composantes indépendantes peut étre entrepris sans que les observations suivent
le modele de mélange :
z(t) = As(t) + b(?),

En effet, les données i.i.d [(1), ..., 2(T)] suivent la loi p} et on cherche une matrice B telle que les
nouvelles données construites [y(t) = Bx(t)] soient le plus possible indépendantes. Ceci peut étre
traduit géométriquement. On suppose tout d’abord que les données observées &1 1 sont décorrélées
et de puissance égale & 1 (données blanchies) et donc sous la contrainte que les y;_7 soient aussi
décorrélées la matrice recherchée B est une matrice unitaire (BB* = I'). Quand la matrice B varie



dans ’ensemble des matrices unitaires, la distribution du vecteur aléatoire y parcourt I’ensemble
des distributions Q* paramétré par la matrice B :

Q" = {p|p=p:(B~'), B € Upun} CP = {p| /p= 1}

En choisissant une distance d entre deux distributions de probabilités* et en notant P ensemble
des distributions produits de leurs distributions marginales :

Pn=<plply) = _Hpj(yj)

L’analyse en composantes indépendantes est alors la minimisation de la distance entre les deux
ensembles Q* et Py (voir figure 1.4) :

~

B = argmind(Q", Pn) (1.6)
Belnxn

L’existence et 'unicité des solutions sont alors directement liées aux géométries des deux surfaces
Q* et Pp;. Dans le cas ou les observations 1 7 suivent un modele de mélange linéaire non bruité, le
théoréme de Darmois assure I’existence et I'unicité de cette solution aux indéterminations d’échelle
et de permutation pres.

Q*
Q*
B*
\ 5

(a) (b) ()

FiG. 1.4: Le probléeme de minimisation de la distance entre les ensembles Q* et P dépend de la
géométrie de la surface Q* (qui dépend de la vraie loi p* de x)

4Le choix d’une distance n’est pas arbitraire et doit étre étudié dans un cadre géométrique. Le chapitre ?? donne
quelques notions nécessaires pour un raisonnement géométrique



[A].1 Minimisation de I’information mutuelle

Si on choisit d la divergence de Leibler-Kullback , on obtient la définition usuelle de 'information
mutuelle Z(y) :

I(y) = [pply)log rf,‘fj((y))dy

= [p*(z)log pr],gf;j)dm (1.7)

n

= — Y5 Ellogpi(yy)] + [ p*(z) logp*(w)d =
On note ici deux points importants qui ne sont pas mentionnés dans la litérature :

Remarque 1 Dans toutes les équations précédentes, nous avons noté p* pour désigner "la vraie”

loi des données. Par "wraie loi”, on veut dire la loi sous laquelle on intégre quand on approche le
calcul de ’espérance par une moyenne empirique. Ainsi, I’espérance dans ’équation 1.7 peut étre
approchée par un moyennage sur les échantillons :

E[log p; (y;)] Zlogp] (y;(t

Remarque 2 Le passage de 1.6 a 1.7 n’est pas aussi directe. La minimisation de la distance entre
les deuz ensembles Q* et Py est obtenue en prenant le minimum de la distance entre deuz points q
et p avec q variant dans Q* (en faisant varier B) et p variant dans Pp;. Or dans l’équation 1.6 on
ne fait varier que la matrice B. Ceci est justifié par le fait que le point p dans P varie aussi mais
comme étant la projection de q sur l’ensemble Pr. La distribution p}‘f(yj) est alors définie par :

Pi(y;) = / Pe(Y)dy-;

Y-j
ot y_j désigne le vecteur y sauf la 3¢ composante.
Autrement dit, on ne cherche pas une distribution particuliére pour les y parmi toutes les dis-
tributions produits de leurs distributions marginales, seule lindépendance suffira a retrouver cette
distribution. Ce point va étre repris lors de la présentation du méthode du mazimum de vraisem-

blance ot on aboutit a une remarque équivalente.

La minimisation de I'information mutuelle est alors équivalente & la minimisation de la somme
des entropies marginales sous la contrainte que les composantes de y soient décorrélées. En défi-
nissant la négentropie J(y) comme la différence entre I’entropie de y et Pentropie de la variable
gaussienne yg correspondante (mesure de la distance & la gaussienne) :

J(y) = H(yc) — H(y)

le critere peut étre ré-interprété comme la maximisation de la somme des négentropies marginales
ou de la non gaussianité des composantes de y. En pratique on ne connait pas la distribution
pj(y;) et on est alors amené & approximer E[log P (y;)]- Le calcul de 'espérance est résolu par un
moyennage temporel. Cependant plusieurs approximations de log p;f(yj) ont été considérées. Par
exemple, une approximation polynomiale conduit & 1'utilisation des cumulants d’ordre supérieurs
notamment le cumulant d’ordre 4 (kurtosis) [Comon, 1994; Hyvérinen et Oja, 1997; Delfosse et
Loubaton, 1995; Malouche et Macchi, 1998]. D’autres approximations non plynomiales ont été
proposées dans [Hyvérinen, 1999].



[A].2 Décorrélation non linéaire

Une autre définition équivalente de I’indépendance entre deux variables y1 et y2 est la suivante :

E[f(y1) 9(y2)] = E[f(y1)] E[g(y2)] (I.8)

pour toutes fonctions continues f et g. C’est donc une généralisation de la définition de la décorré-
lation obtenue en prenant les deux fonctions f et g égales a 1'identité. Le travail pionier en analyse
en composantes indépendantes de Jutten, Hérault et Ans [Hérault et Ans, 1984; Hérault, 1985; Ans
et al., 1985; Jutten, 2000; Jutten et Herault, 1991], développé par Cichocki et Unbehauen [Cichocki
et Moszczynski, 1992; Cichocki et al., 1994; Cichocki et Unbehaunen, 1996] et repris d’une manieére
plus générale dans le cadre des "fonctions d’estimation” par Amari et Cardoso [Amari et Cardoso,
1997; Cardoso et Labeld, 1996], s’appuient sur ’équation 1.8 comme condition d’équilibre d’un
algorithme de séparation. Autrement dit, on construit en général un algorithme de type gradient
proportionel & la différence des deux termes de ’équation 1.8 et on étudie a posteriori la convergence
et la stabilité. En le comparant avec la minimisation de 'information mutuelle on dégage les points
suivants :

— L’information mutuelle est un critere qu’on doit minimiser tandis que 1.8 est une équation
qu’on doit résoudre.

— L’information mutuelle est dérivée d’un principe géométrique plus général et peut étre faci-
lement généralisée en changeant la mesure de divergence ou I’ensemble des probabilités dans
lequel on veut que la loi de y se trouve. La décorrélation non linéaire est une propriété qu’on
doit vérifier et on ne distingue pas une mesure de distance a cette propriété.

— En pratique, on doit choisir les fonctions f et g et on est loin de la définition 1.8 qui exige de
vérifier 1’égalité pour toutes les fonctions continues f et g. Avec la minimisation de I'informa-
tion mutuelle on doit aussi choisir une seule fonction G = log p;(yj) (qui n’est pas forcément
optimale). Une étude au niveau de la forme des algorithmes montre que les deux méthodes
sont équivalentes en prenant f comme dérivée de G = log p;f(yj) et g la fonction identité. Le
choix de G ou du couple (f,g) n’est pas en général critique. La preuve pratique est que ces
méthodes réussissent, pour un choix fixe de ces non linéarités, a séparer des sources ayant
des caratéristiques non étroitement liées & ce choix. Ce point va étre repris dans la section
suivante lors de la présentation du maximum de vraisemblance.

[A].3 Infomax

Bien que classée dans la litérature avec les méthodes du maximum de vraisemblance puisqu’elle
aboutit au méme algorithme de séparation, nous pensons que I'Infomax est une technique & part
entiere faisant partie de la classe des méthodes de décomposition et s’appuyant sur une théorie
solide (logique des questions) qui commence & étre développée [Knuth, 2000, 2002a,b; Fry, 2002].

Les observations & subissent une opération linéaire B suivie d’une transformation non linéaire
composant par composant ® (voir figure 1.5). La sortie du systéme est alors le vecteur y = ®(Bx).
Le principe de I'Infomax [Bell et Sejnowski, 1995] est alors de maximiser le flux d’information entre
les entrées x et les sorties y du systéme. Le flux d’information est mesuré par I'information mutuelle
Z(x,y) qui s’écrit en fonction des entropies :

I(z,y) = H(y) - H(y | =)

ou H(y | ) peut étre interprétée comme une mesure du caractére aléatoire de y sachant . Comme
la matrice B intervient dans la relation déterministe entre = et y, H(y | ) ne dépend pas de B.



Ainsi, I'estimation de B revient & maximiser I’entropie de la sortie y. On montre gn’en prenant
la fonction ® comme la distribution cumulative des sources on retrouve le méme algorithme de
séparation en utilisant le maximum de vraisemblance [Cardoso, 1997].

U1
[

w = B 2 n
u

FiG. 1.5: Infomax : maximiser le flux d’informations entre les entrées et les sorties du systéme

[B] MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Contrairement & 1’analyse en composantes indépendantes, le maximum de vraisemblance est
conceptuellement lié au probléme de reconstruction. En supposant dans un premier temps que
x1. 7 suivent un modele de mélange linéaire carré non bruité :

x(t) = As(t), t=1.T

il s’agit de trouver la matrice A qui explique le plus possible les données 1 7. Autrement dit, on
doit maximiser la probabilité que la proposition "a = La matrice de mélange est A!” implique la
proposition "z = Les données observées sont 1. 7!” : C’est le principe du maximum de vraisem-
blance.

~

A = argmaxp(zi.7|A)
A

En notant p, la distribution des sources, I’opposé du logarithme normalisé de la vraisemblance
s’écrit : . L
—rlogp(zir|A) = -7, logps(A  2(t))
8 (19)
~ Ellogp,(A 'z)]

En notant B = A~', on retrouve le critere de la minimisation de 'information mutuelle 1.7 & une
constante pres avec deux petites différences :

1. Le moyennage temporel dans 1.7 est une approximation tandis que dans 1.9 est une simple
normalisation d’une somme qui existe déja.

2. L’une des reproches concernant le maximum de vraisemblance qu’on retrouve dans la litéra-
ture de la séparation de sources est que la connaissance de p; est nécessaire pour appliquer le
MYV tandis qu’avec 'information mutuelle on n’a besoin que de la connaissance de la forme
de logp;(A~'x) (du moment non quadratique). Cet inconvénient n’existe plus si on fixe la
forme de p, et qu’on estime ses parametres®. En effet, on n’a pas besoin de considérer toutes
les statistiques de x (toute la fonction p,) pour retrouver la matrice A. Nous pensons que les
approximations de log ps(A~'&) par une fonction non quadratique ou d’une maniére équiva-
lente I’approximation de ps par une distribution manipulable visent & capter des statistiques
suffisantes pour retrouver la matrice A et n’ont pas pour réle de représenter au mieux les
sources.

Son trouve dans Pham et Cardoso [Pham et Cardoso, 2001] une discussion dans la section dans le cas gaussien qui
clarifie ce point



La technique du MV a été appliquée avec succés en séparation de sources [Gaeta et Lacoume,
1990; Pham et al., 1992; Pham, 1996]. L’introduction du gradient naturel par Amari [Amari et al.,
1996] ou le gradient relatif par cardoso [Cardoso et Labeld, 1996] ont amélioré I’aspect algorithmique
en exploitant la particularité du probléme.

Le principe du maximum de vraisemblance présentent des avantages qui le distingue de la
minimisation de I'information mutuelle :

1. On peut tenir compte du bruit dans la modélisation du mélange [Mohammad-Djafari, 1999;
Bermond, 2000; Belouchrani et Cardoso, 1995; Moulines et al., 1997], en maximisant :

p(zrr | A) = /pb(ivL.T | s1..7, A)p(si.7)dsi.T

ou py est la loi du bruit additif.

2. Les sources ne sont pas forcément indépendantes et toute information peut étre contenue dans
Ps-

3. Le modele de mélange peut étre enrichi (mélange non linéaire, introduction d’autres va-
riables...) sans avoir de conséquences sur la méthodologie du maximum de vraisemblance.

[B].1 Approche bayésienne

En applicant le principe du maximum de vraisemblance dans le paragraphe précédent, on est déja
dans une logique bayésienne. En effet, les sources sont considérées comme des variables aléatoires et
ont été marginalisées pour obtenir la vraisemblance p(x; 7| A). On peut aussi considérer la matrice
A comme une variable aléatoire et former la loi jointe :

p(wl..T,Sl..T,A \ 7'[) :p(wl..T | 31..T,A,H)p(81..T | A,H)P(A | H)

ou H représente notre connaissance a priori comme par exemple la forme des distributions des
sources, leur indépendance...

Plusieurs directions peuvent alors étre envisagées comme 1’estimation jointe de s1. 1 et de A,
marginalisation de s; 7 et estimation de A ou le contraire. Ceci est devenu possible avec le déve-
loppement des techniques du calcul bayésien comme les méthodes de Monte Carlo par chaines de
Markov (MCMC).

Nous allons revenir en détail sur cette approche dans le chapitre II et sur I’échantillonnnage
bayésien dans le chapitre IV. Les premiers travaux sur ’application de ’approche bayésienne en
séparation de sources sont ceux de Knuth [Knuth, 1999], Djafari [Mohammad-Djafari, 1999]. Les
techniques bayésiennes ont été utilisées dans [Senecal, 2000, 2002; Snoussi et Mohammad-Djafari,
2002].

[B].2 Meéthodes tensorielles : JADE / FOBI

Bien que différentes des méthodes de maximum de vraisemblance, nous préférons les classer
parmi celles-ci. En effet, avec le maximum de vraisemblance on cherche & trouver une matrice A
qui explique le plus possible la loi des observations p(z1.7 | A) et donc nécessairement & rappro-
cher toutes les statistiques E[f(z)] aux statistiques du modele du mélange E[f(As)]. Exploitant
I'indépendance des sources et la linéarité du mélange il est souvent possible de se contenter aux
cumulants d’ordre supérieure comme les cumulants d’ordre 4 pour identifier la matrice A : c’est le
principe des méthodes tensorielles.
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Les cumulants d’ordre 4 de = [cum/(z;, z;, Xk, ;)] j k1=1..n forment un tenseur (matrice d’ordre
4). L’opérateur linéaire C induit par ce tenseur agissant sur I’espace des matrices est par définition :

[C(M)]yj = mycum(zs, x5, 5, 1)
ki

Sion note B = A, on montre que la matrice M = b;b} ou bj est la j™° ligne de B est une matrice
propre de 'opérateur C avec la valeur propre kurt(s;). Si ces valeurs propres sont distinctes® alors
la matrice B est identifiée en calculant les matrices propres M de C. Si elles ne sont pas distinctes,
une décomposition en valeurs singulieres de ces matrices est alors nécessaire en espérant que cette
nouvelle décomposition ne redonne pas des valeurs singuliéres identiques.

En pratique, cette méthode est implémentée par la technique JADE [Cardoso et Souloumiac,
1993]. Elle se base sur le fait que la matrice B diagnalise toutes les matrices C(M) VM. Un
choix judicieux est de choisir les M, matrices propres de C et de diagonaliser conjointement les
matrices C(M;). Le critere de diagonalité est la minimisation de la somme des carrées des termes
non diagonaux ou d’une maniére équivalente la maximisation des termes diagonaux’ :

Jiape(B) = Z ldiag(BC(M;)B*)||* (L.10)

En comparant cette méthode a la technique du maximum de vraisemblance, on dégage deux
points :

1. L’équivalent des méthodes tensorielles en maximum de vraisemblance serait de prendre des
distributions des sources p; dont le logarithme est une fonction polynomiale. Cependant, le
maximum de vraisemblance impose une distance particuliere entre les tenseurs statistiques.
A titre illustratif, si on travaille avec les matrices de covariance (tenseurs de second ordre),
le critére du maximum de vraisemblance est la distance de Leibler-Kullback entre la cova-
riance emprique des observations et la covariance théorique. Cette distance pourrait rendre
le probleme d’optimisation difficile mais bénéficie des propriétés asymptotiques comme la
consistance et 'efficacité.

2. Dans JADE, on remarque que la diagonalisation des matrices BC(M;)B* suffit a retrouver
la matrice B. Les valeurs des éléments diagonaux qui représentent les statistiques des sources
vont étre ainsi estimées. On trouve la méme constatation en utilisant le maximum de vrai-
semblance. Quand on fixe la forme de la distribution pg, il ne faut aussi fixer les valeurs des
statistiques des sources mais il faut les estimer dans l'algorithme de séparation.

1.2.2 EXPLOITATION DE LA CORRELATION

Dans les méthodes précédentes, on a supposé que les sources sont indépendantes et identique-
ment distribuées® ce qui nous a empéché de modéliser les sources par des gaussiennes (ou ce qui
revient au méme & utiliser les statistiques d’ordre 2). Cependant, si on abandonne I’hypotheése de
I'indépendance temporelle, la matrice de mélange peut étre identifiable en exploitant les matrices
d’autocovariance. Autrement dit, on peut supposer que les sources sont gaussiennes (en se limitant
aux statistiques d’ordre deux) pourvu que les fonctions d’autocorrélation des sources sont différentes
et non réduites a la distribution de Dirac 4.

5Dans ce cas la méthode FOBI [Cardoso, 1989] est plus simple & mettre en oeuvre.
"Cette équivalence est due au fait que la somme des carrées de tous les termes est constante
8Ici ’hypotheése de I'i.i.d est considérée pour la dimension temporelle
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Comme dans le cas des sources i.i.d oll nous avons le choix entre la maximisation de la vraisem-
blance 1.9 ou I'ajustement des statistiques d’ordre supérieure 1.10, on a deux types de méthodes :

1. Maximum de vraisemblance :
Chaque source [s;(1),...,s;(T)]* (en considérant tous les échantillons) est un processus gaus-
sien avec une matrice de covariance C) :

[55(1), -y 55 (T)]" ~ N(0,Cy)

On suppose de plus que les sources sont stationnaires et donc que les matrices C; sont des ma-
trices de Toeplitz. Sous ’approximation circulante [Hunt, 1971], ces matrices se diagonalisent
dans la base de Fourier :

WC]' W* =~ Aj

ou W est la matrice de Fourier et A; la matrice diagonale contenant le spectre de la j™¢
source. En passant dans le domaine de Fourier?, le critéere du maximum de vraisemblance se
met sous la forme d’une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les matrices
de covariance spectrales [Snoussi et al., 2002; Cardoso et al., 2002] :

jMV — Z 5UDKL(wa(V) || ARss(V)A* + Re) (I-ll)

ol les spectres des sources R et la covariance du bruit sont estimées. Nous allons revenir en
détail sur cette méthode dans le chapitre ?77?.

2. Ajustement des matrices d’autocovariance :

Comme le maximum de vraisemblance cherche & ajuster toutes les matrices de covariance 1.11
avec une mesure qui découle de son expression (dans le cas gaussien, c’est la divergence de
Leibler-Kullback), on peut essayer de se contenter de calculer les matrices d’autocovariance
R,.(7) = E[z(t)z(t + 7)*] pour quelques retards temporels 7 = 1.K et les ajuster aux
matrices théoriques AR,s(7)A* en choisissant une autre mesure de rapprochement entre
deux matrices comme par exemple la distance quadratique. Si le mélange est non bruité ou si
on connait la covariance du bruit, ’ajustement des covariances se transforme en un probleme
de diagonalisation conjointe avec le critére suivant & minimiser :

J(B) =Y of f(BRy(1)B¥)
T
avec B = A~! la matrice unitaire recherchée. C’est le principe de I’algorithme SOBI [Belou-
chrani et al., 1997]. Cette diagonalisation conjointe peut étre aussi effectuée sur les matrices
d’autocovariance spectrales [Rahbar et Reilly, 2001] ou les matrices d’autocovariance temps
fréquence [Belouchrani et Amin, 1997].

1.2.3 EXPLOITATION DE LA NON STATIONARITE

On peut aussi se baser sur la non stationarité des sources. Plus présicément, en supposant que les
sources sont temporellement indépendantes mais que leurs variances varient en fonction du temps,
on peut se limiter aux statistiques du second ordre pour séparer les sources. En effet, & chaque
instant ¢, la matrice de covariance théorique du vecteur & se met sous la forme :

R.,(t) = AE[s(t)s(t)*]A* + E[b(t)b(t)*]

_ AR, (A" R, (L.12)

9En passant dans le domaine de Fourier, on va plutdt exploiter la non stationarité spectrale.
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On peut ainsi exploiter la variation de la covariance des sources R (t) (ce qui implique la variation
de R,,(t)) au cours du temps pour identifier la matrice de mélange A en ajustant les matrices
de covariance empiriques de & aux matrices de covariance théoriques 1.12. Cette identification
s’accompagne nécessairement de l’estimation des covariances des sources et du bruit.

De méme que dans les cas précédents, on a le choix entre le maximum de vraisemblance (ajus-
tement des matrices avec la divergence de Kullback-Leibler) et la méthode tensorielle (utilisation
d’une autre métrique pour ’ajustement) :

1. Maximum de vraisemblance :
Se limitant aux techniques de second ordre se traduit par la modélisation des sources par
des gaussiennes. Comme on ne peut pas estimer toutes les variances des sources (autant
de variances que d’échantillons), on divise I'intervalle temporel'® en L sous intervalles (T =
UlL:1Il) [Pham et Cardoso, 2001; Cardoso et al., 2002] ou les variances sont constantes. Le
critére du maximum de vraisembance est alors une somme pondérée de distances de Kullback-
Leibler entre les covariances empiriques IA%m(l) et les covariances théoriques AR (I)A*+ R, :

L
Juv =Y Dir(Res(l) | ARs(1)A™ + R)

=1
Remarque 3 Cette répartition en sous intervalles est fizée en avance selon une connais-
sance a priori du profil des variances. La modélisation des sources par des mélanges de gaus-
siennes est trés similaire a cette approche avec une répartition automatique des échantillons
en groupes. Chaque groupe est représenté par une gaussienne. Ceci débouche sur une remarque
intéressante briévement exposé dans [Pham et Cardoso, 2001] et qu’on va développer dans le
chapitre IIT sur la connection entre la non stationarité et la non gaussianité des sources.

2. Ajustement des matrices de covariance :

Dans le cas non bruité, I’ajustement des matrices de covariance est un probleme de diago-
nalisation conjointe!!. On cherche & diagonaliser les matrices BR,;(t)B en minimisant leur
distances a leurs matrices diagonales. En choisissant la distance de Kullback-Leibler, on re-
trouve le critére de l'information mutuelle (ou d’une maniére équivalente le maximum de
vraisemblance). Les matrices de covariance sont calculées en divisant 'intervalle [1 7] en sous
intervalles [Choi et Cichocki, 2000; Souloumiac, 1995] comme dans le cas du maximum de
vraisemblance ou calculées localement en utilisant un noyau h [Matsuoka et al., 1995] :

Ry, (t) = ) h(r)a(t — m)a(t — 7)*

I.3 Contributions et organisation du document

Dans le chapitre II, on expose ’approche bayésienne en séparation de sources. On distingue
I'aspect théorique de ’aspect technique de cette approche. Sur le plan théorique, cette approche
présente plusieurs avantages :

1. En considérant la matrice de mélange comme une variable aléatoire munie d’une loi a priori,
on peut exprimer nos connaissances physiques du systéme via cette loi et régulariser ainsi le
probléme de séparation. On peut aussi intégrer par rapport & cette matrice pour obtenir la
loi marginale des sources.

00n rappelle que le temps est un indice générique qui peut aussi désigner le pixel d’une image, la fréquence, l'indice
temps fréquence...
apres une étape de blanchiement
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2. En considérant les hyperparametres comme des variables aléatoires, on peut les régler auto-
matiquement.

3. En introduisant des variables cachées, on peut enrichir la modélisation des sources.
4. On tient compte du bruit dans le modele d’observation.

Afin de profiter des avantages de approche bayésienne, on doit effectuer des intégrations. Ceci
n’est pas toujours possible & réaliser analytiquement. Le calcul bayésien offre ainsi des méthodes
numériques basées sur 1’échantillonnage.

Dans les chapitres suivants, on va considérer un mélange linéaire instantané bruité. Le point
commun de ces chapitres est I'’exploitation de la non stationarité que ce soit dans le domaine
temporel, spatial, fréquentiel et temps fréquence. Les algorithmes proposés intégre implicitement la
reconstruction des sources contrairement aux méthodes estimant la matrice de mélange en ajustant
les statistiques.

Dans le chapitre III, on considere des sources 1-D qu’on modélise par des mélanges de gaus-
siennes. L’estimation des variances des gaussiennes provoque une dégénérescence de la vraisem-
blance d’ou la pénalisation par des lois inverses gamma. En considérant les étiquettes des gaus-
siennes comme des variables cachées, nous obtenons un probleme doublement caché : les sources
sont des variables cachées pour l'estimation de la matrice de mélange et les étiquettes sont des
variables cachées pour 'estimation des parametres des distributions des sources. Nous présentons
alors l’algorithme EM pénalisé pour I'estimation de la matrice de mélange et les parametres des
sources. Nous étudions aussi le cas des sources modélisées par des chaines de Markov cachées (les
étiquettes forment une chaine de Markov) en implémentant I’algorithme EM exact. Des versions
sous optimales ont été implémentées pour accélérer ’EM. La représentation hiérarchique des sources
par l'introduction des variables cachées peut étre interprétée comme une exploitation de la non sta-
tionarité des variances 1.2.3 avec une partition automatique de l'intervalle Z = [1 T] en K sous
intervalles avec K le nombre des étiquettes vectorielles des gaussiennes. Le modele de Markov pour
les étiquettes peut étre considéré comme une régularisation de cette classification.

Dans le chapitre IV, on va exploiter la non stationarité des variances pour séparer des images
mélangées. En effet, on rencontre souvent des images homogenes par morceaux et donc qui se prétent
bien & une modélisation par mélange de gaussiennes'?. Cependant, la classification nécessite une
régularisation qui tient compte de 'homogénéité spatiale des images. Cette régularisation peut étre
effectuée en incorporant un modele de champ de Markov pour les étiquettes cachées. Apres avoir
étudié 'identifiabilité de la matrice de mélange ainsi que les autres parametres intervenant dans le
probléme, nous présentons une implémentation du type MCMC (monte carlo par chaines de Markov)
permettant d’estimer conjointement la matrice de mélange, les sources et leurs ségmentations.
Les résultats sont testés sur des images synthétiques (champs cachés de Potts) et sur des images
satellitaires.

Dans le chapitre 77, on va exploiter la non stationarité fréquentielle. En effet, avec une approxi-
mation circulante, les coefficients de la transformée de Fourier d’un processus gaussien stationnaire
sont décorrélés avec une variance (spectre) qui dépend de la fréquence. Donc en utilisant le maxi-
mum de vraisemblance, le critére devient une somme pondérée de divergence de Kullback-Leibler
entre des matrices spectrales. Nous étudions le cas ou les spectres des sources sont connues a priori
et le cas ol on les estime en découpant le domaine de Fourier en anneaux (I’équivalent d’intervalles
en 1.2.3). La minimisation de ce critére est implémentée avec ’algorithme EM et accélérée autour
de la solution avec un algorithme de gradient conjugué. Nous avons appliqué cette méthode pour

120est d’ailleurs le but d’un traitement avancé des images oti on modélise 'image par un mélange de gaussiennes
afin de la ségmenter
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séparer des composantes astrophysiques en I'implémentant dans le domaine de Fourier et dans le
domaine des harmoniques sphériques.

Dans le chapitre ??, on va exploiter la non stationarité dans le domaine temps fréquence en
séparant des sources localement stationnaires. On aura deux sortes de classifications :

1. Classification temporelle : On divise I'intervalle Z = [1 T] en trames Z, (7 = 1..T") qui se
chevauchent. Dans chaque trame, le signal est supposé stationnaire et donc admet un spectre.
On suppose qu’il y a K spectres possibles. Donc on va classifier les trames en K classes.

2. Classification fréquentielle : De la méme maniére que dans le chapitre précédent, avec I’hypo-
thése circulante, on divise I'intervalle fréquentiel [1 |Z;|] en sous intervalles ot les variances
sont fixes mais qui varient d’un sous-intervalle & ’autre.

Les applications concernent la séparation des signaux de musique.

Le chapitre ?? traite en détail le probléeme de dégénérescence du maximum de vraisemblance.
On généralise des résultats qui existent déja dans le cas de mélange de gaussiennes monovariées au
cas multivariable. La dégénérescence est produite quand les matrices de covariance approchent des
matrices non réguliéres (points de singularité). L’élimination de cette dégénérescence est guarantie
par l'utilisation d’un a priori Wishart inverse sur les matrices de covariance sans compliquer les
équations de ré-estimation de ’algorithme EM. On montre que cette dégénérescence est aussi pro-
duite en séparation de sources quand les sources sont modélisées par un mélange de gaussiennes
(ou en général par les modeles de Markov cachés). La pénalisation par un a priori inverse Wishart
élimine également cette dégénérescence.

Le chapitre 7?7 est consacré au probléeme de la sélection de la loi a priori dans un contexte bayé-
sien. Nous présentons une approche originale basée sur la théorie de la prédiction bayésienne [Zhu
et Rohwer, 1995] en utilisant les outils de la géométrie de 'information [Amari et Nagaoka, 2000].
On montre 'importance du choix de la géométrie dans ’espace des distributions de probabilité. La
regle de Bayes permet de définir 1la masse par la loi a posteriori. Une fois la géométrie et la masse
fixées, on construit un critére variationnel dont la minimisation donne la loi a priori qu’on a notée
d-a priori. Avec les outils de la géométrie différentielle, on introduit la notion d’a priori projeté
pour les familles paramétriques. Ce travail est appliqué au mélange de familles §-plates comme le
mélange de familles exponentielles (0-plates) et en séparation de sources.

Le dernier chapitre 7?7 ouvre quelques perspectives comme la séparation des images en uti-
lisant une ségmentation par ensembles de niveau. Au lieu de classifier les pixels en utilisant les
étiquettes discrétes modélisées par un champ de Markov, on fait évoluer au cours des itérations un
contour délimitant les régions homogenes. On va aussi revenir sur la logique des questions comme
un espace dual de la logique des propositions en essayant de I’appliquer pour séparer et ségmenter
simultanément des images mélangées dans le cadre de la théorie de I'information.
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CHAPITRE 11

APPROCHE BAYESIENNE EN SEPARATION DE SOURCES

II.1  Inférence logique
II.2  Regle de Bayes
II.3 Choix de la loi a priori ou choix des probabilités ?
I1.4  Structure hiérarchique
II.5 Quelques techniques de calcul
I1.5.1  Algorithme EM
11.5.2  Techniques du calcul bayésien
II.6  Application en séparation de sources
I1.7  Conclusion

Dans ce chapitre, on introduit la méthode bayésienne comme
une alternative & ’approche classique fréquentiste en statis-
tiques. Les probabilités sont présentées comme une exten-
sion de la logique des propositions prouvant ainsi leur auto-
consistance. La regle de Bayes est une simple conséquence
des regles que vérifient le calcul des probabilités. On évoque
le probleme du choix des lois de probabilités qui a donné
lieu & deux points de vue : les probabilités subjectives et
les probabilités logiques. On traite aussi les techniques de
calcul qui ont permis de mettre en oeuvre la méthodolo-
gie bayésienne. Parmi ces techniques, on décrit ’algorithme
Ezpectation-Mazimization (EM) et les méthodes de Monte
Carlo par Chaines de Markov (MCMC ). On illustre I’appli-
cation de la théorie bayésienne sur le plan méthodologique
et technique en considérant le probléeme de séparation de
sources.
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I1.1 1Inférence logique

Supposons qu’a 'issue d’une expérience £, on récupére 1" données &1 7. La démarche scientifique
consiste a affirmer I'existence d’un processus physique générant ces données. Si on répete ’expérience
&, dans strictement les mémes conditions, on obtient les mémes données &1, 7. Le processus générant
les données est en effet géré par les lois de la physique qui sont des lois universelles. On suppose de
plus que ce processus physique est une composition de transformations de signaux d’origine s1_ 7.
On peut alors modéliser ce processus par un systéme physique M. Les données observées ¢, 7 sont
les signaux de sortie de M. Elles résultent d’une transformation F des signaux d’entrées s;. 7 :

x1.7=F(s1.1)

La distinction entre les entrées et les sorties d’un systeéme est parfois ambigue. Cette ambiguité
est en général soulevée en considérant le sens entrées sorties le sens dans lequel on perd de 1'in-
formation. Le systéme n’est autre qu’un opérateur de projection. En outre, cette classification des
variables en entrées et sorties n’est pas pertinente. Nous préférons la répartition des variables du
probléme en trois classes :

1. Les observations x1_ 7.
2. L’information recherchée 6.

3. Toutes les informations h qu’on a a priori sur le probléme.

L’information recherchée @ peut représenter les sources d’origine s1. 7 qu’on veut reconstruire
et/ou un parametre d’une famille de transformations fg liant les entrées et les sorties du systéeme M.
Nous ne faisons pas de distinction entre des parameétres d’intérét et des parametres de nuisance.
Tous les parametres considérés sont des parametres d’intérét. L’introduction des parameétres de
nuisance est un artifice pour faciliter des traitements d’inférence ou de prédiction. Un traitement
optimale profite de la présence de tels parametres en assurant que le résultat final n’en dépend pas.

h représente toutes les informations a priori qu’on possede sur le probleme. On distingue ce
parametre des données 1. 7. En effet, h inclut des données de nature différente de celle des données
observées 1 7. Elle représente par exemple des données qualitatives et quantitatives sur le systeme
M comme la nature de la famille paramétrique fg, la présence d’un bruit additif...

On peut définir l'inférence comme la recherche de I'information @ & partir de la connaissance
de x1.7 et de h. Si @ représente les signaux d’entrée alors I'inférence est une reconstruction. Si 6
représente les parametres du systéme 6 alors I'inférence est une sorte de prédiction ou les données
x1. 7 servent & prédire le vecteur xy41 a 'instant 7' + 1. La prédiction se distingue de la recons-
truction dans le sens ol son objectif n’est pas la reconstruction de @ mais plutét I'estimation de
la densité de probabilité p(xr+1 | ©1.7). Cette densité peut ne pas appartenir & la famille fg et
la prédiction ne fournit pas ainsi un point 0. Cependant, la famille fg détermine complétement la
géométrie du probleme.

L’inférence peut prendre un caractere logique. On considére les variables du probléme étudié
comme des propositions :

— @17 est la proposition : ” les données observées sont &1 7! ”

— 0 est la proposition : ” les parametres recherchées sont 8! ”

— h est la proposition : ” I'information a priori est h!”

Dans le cas parfait, la valeur de la proposition Z = (& A h — @) peut étre construite avec les
régles de la logique! et vaudra 0 ou 1. Si x, h et @ varient dans leurs espaces respectifs X, H et O,

Jinformation et les lois de la physique sont contenues dans la proposition h
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il y aura autant de propositions que d’éléments dans X U H U O. En fixant les valeurs de x. 7 et
h, la solution du probleme d’inférence est la valeur 0 telle que la proposition Z = (z A h — 9)
soit vraie (vaut 1). Malheureusement, la proposition Z = (z A h — 6) ne peut pas étre évaluée
avec exactitude (on ne peut pas affirmer si elle est vraie ou fausse). Ceci revient &, au moins, trois
raisons :

1. L’information a priori h ne renseigne pas suffissamment sur la physique du probléme.

2. Les données x1. 7 ne contiennent pas suffisamment d’informations sur le parametre 8. Le
probléme est sous-déterminé.

3. La physique du probléme est trés compliquée. L’évaluation des propositions Z = (cAh — 0)
est tres complexe.

Cependant, on veut parfois exprimer une certaine incertitude sur la proposition Z. Les probabi-
lités représentent une mesure de cette incertitude consistante avec les regles de la logique (voir les
travaux de Cox pour la dérivation des relations que doivent vérifier les probabilités [???]). Le pro-
bléme d’inférence (ou de prédiction) est alors complétement décrit par la fonction P.(z A h — 0).
Autrement dit, la quantité P,(z A h — 0) contient toute I'information disponible pour une infé-
rence sur 8. Nous notons que la manipulation des probabilités sur les propositions ne fait pas la
distinction entre tout ce qui est connu de tout ce qui n’est pas connu. 1 7, h et 8 représentent
trois propositions et on peut mesurer le degré d’implication entre les différentes combinaisons de
ces propositions en respectant les regles de calcul des probabilités.

Remarque 4 La définition des probabilités comme une mesure d’implication entre deuz proposi-
tions montre que la notion de la probabilité d’une proposition P(A) n’existe pas. Cette notion eriste
au sens de la théorie fréquentiste ou A n’est pas une proposition mais plutét un événement et P(A)
est la fréquence de cet événement dans une infinité de réalisations. On trouve parfois dans la litéra-
ture de Uinférence logique des termes comme P(A) mais rigoureusement ca représente P(H — A)
ou H est toute l'information a priori qu’on posséde.

I1.2 Regle de Bayes

La regle de Bayes est une conséquence de la consistance des probabilités avec I’algebre booléenne.
En effet, en applicant la régle de produit (conséquence de I’associativité) :

P(h — 0 A -'171..T) = P(:Ul__T ANh — O)P(h — -Tl..T)

avec la regle de la commutativité entre @ et &1 7, on obtient le théoréme de Bayes :

PO@ANh — z;. 17)P(h — )

(IL.1)

L’incertitude sur la proposition de 'inférence Z =: (z1.7 A h — 0) est ainsi exprimée d’une
maniere simple en fonction des incertitudes d’autres propositions qui sont mieux abordables par le
physicien.

Dans le cas ou les grandeurs manipulées sont continues, la proposition (B — A) est transformée
en B— A € V(A) ou V(A) est un voisinage de la variable continue A et 'incertitude est mesurée
par dP(B — A) = P(B — A € V(A)). En changeant les notations d P(B — A) par dP(A | B)
et la conjonction (A A B) par (A, B), le théoréme de Bayes I1.1 s’écrit :
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dP(x1.7|0,h)dP(6 | h)
dP(.’El__T | h)

Si chaque distribution de probabilité possede une densité p par rapport a une mesure p de
Pespace correspondant, on peut ré-écrire (I1.2) :

dP(@ | z1.7,h) =

(I1.2)

(1.7 |60,h)p(0 | h)
p(z1.7 | h)

p(0 | z11,h) =2 (IL.3)

p(@ | h) est la densité a priori de @ et p(x1..7 | 0, h) est la vraisemblance de 6. La régle de Bayes
peut étre interprétée comme la combinaison logique de ces deux sources d’informations pour donner
Iinformation a posteriori (la densité a posteriori). C’est 'une des raisons principales de l'intérét
qu’a suscité approche bayésienne pour résoudre les problémes d’inférence. On arrive & injecter de
Iinformation a priori dans un cadre probabiliste consistant avec le raisonnement logique. Le terme
p(z1.7 | h) est I’évidence des données. 11 peut étre interprété comme un coefficient de normalisation
en imposant que [p(@ | z1.7,h)d0 =1 2,

La méthode bayésienne se distingue de l'approche classique fréquentiste d’'un point de vue
fondamentale et méthodologique :

1. Au niveau fondamentale :

Dans I'approche fréquentiste, 1 1 sont des variables aléatoires et les observations acquises
représentent une réalisation particuliére de ce phénomene aléatoire. Les probabilités prennent
alors le sens d’une fréquence d’un événement dans une infinité de réalisations. Quant a 6, il est
considéré comme un parametre fixe mais inconnu et on ne peut pas parler de probabilité de
0. Par contre, dans 'approche bayésienne, les données x1. 7 et le paramétre 6 sont manipulés
de la méme facon en tant que propositions. Le fait de parler d’événement parmi beaucoup de
réalisations souvent n’a pas de sens. Les probabilités représentent alors le degré d’incertitude
des implications entre les différentes propositions. Le vrai mérite de I'approche bayésienne
est de s’opposer & ’approche fréquentiste en évitant des arguments métaphysiques. En effet,
quand les fréquentistes manipulent @ comme un parametre fixe, les bayésiens ne s’y opposent
pas en prétendant que @ est de nature aléatoire  mais ils approchent le probléme d’une facon
constructive basée sur le raisonnement logique. L’introduction des probabilités reflete notre
ignorance et la limitation de nos capacités a comprendre tout ce qui passe dans ce monde. Par
abus de language, on qualifie @ de variable aléatoire mais ceci ne présente aucun jugement
sur sa nature alétoire ou non!

2. Au niveau méthodologique :*

La différence au niveau des fondements des deux approches classique et bayésienne a une
conséquence directe sur la méthodologie de 1’estimation de @ 4 partir des observations 1 7.
Dans I'approche classique, on cherche a construire des estimateurs é(:cl,,T) et & comparer leurs
performances (biais et variance) en les considérant comme des variables aléatoires (puisque
1.7 le sont). Par contre, dans I’approche bayésienne, on considére que toute 'information
est contenue dans la distribution a posteriori p(@ | 1.1, k) et que toute inférence doit étre
basée sur cette distribution. Une fois observées, les données 1. 7 cessent d’étre aléatoires et
la seule variable est le parametre 8. Selon le contexte du probléme qu’on traite, on choisit un

2le fait que la somme totale f p soit une constante est une conséquence de la consistance logique des probabilités
3ce qui va aboutir & une discussion sur la nature de ce monde.
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cotit C(0,0*) et Destimateur @ est le minimiseur de I'espérance a posteriori de ce coiit :
6= argmin/C(O, 0%)p(0* | z1.7,h)dO*

ce qui revient & considérer une caractéristique particuliere de la distribution a posterior:
comme la moyenne, la médiane, le maximum,...

II.3 Choix de la loi a prior: ou choix des probabilités 7

L’une des reproches 4 la théorie bayésienne est le choix de la densité a priori p(@ | k). Autrement
dit, ayant 'information a priori h, quelle est le degré de plausibilité de la proposition h — 6 7.
Nous notons que cette question fait partie d’un probléme plus général lors de l'introduction des
probabilités dans la section précédente et qu’elle n’est pas spécifique a la densité a priori ou a
I’application de la régle de Bayes I1.3. On doit aussi se poser la question : quelle vraisemblance
p(x1.7 | 0, h) doit-on choisir?.

En remontant & 'introduction de la notion de probabilité, on 1’a définie comme une mesure
de lincertitude d’une implication entre deux propositions. Ainsi p(A | B) est 'incertitude de la
proposition B —> A et la question qui se pose est quelle est la valeur de cette incertitude?

Cette question a partagé les scientifiques entre deux théories : les probabilités subjectives et les
probabilités logiques :

1. Probabilités subjectives :

Le choix de la valeur de p(A — B) est propre a l'utilisateur. A travers ce choix, ce der-
nier exprime sa propre incertitude qui reflete sa connaissance du probleme. Les probabilités
prennent ainsi un caractére subjectif ou personnel. Deux personnes différentes ayant les mémes
informations B peuvent attribuer des probabilités différentes & A. Cependant, cette théorie
n’est pas déconnectée de la démarche scientifique. L’utilisateur doit respecter la consistance
du calcul des probabilités. Par exemple, si p(A | B) est fixée alors p(A | B) ne peut pas étre
fixée librement et doit étre égale & 1 — p(A | B).

2. Probabilités logiques :
D’apres cette théorie, les probabilités représentent une extension de la logique. Deux per-
sonnes ayant les mémes connaissances doivent attribuer les mémes probabilités aux quantités
manipulées dans le probleme étudié. Ce qui suppose qu’il existe des regles universelles de
choix de lois de probabilités.

L’approche logique du choix des probabilités est théoriquement bien fondée quoique difficile
a mettre en oeuvre et reste ainsi 4 un stade idéal. L’approche subjective est par contre souvent
adoptée dans les situations pratiques.

En revenant & notre probleme d’inférence, il s’agit de choisir les probabilités p(z1.7 | €, h) et
p(@ | k). On note que dans les deux cas, on traite le méme type de probleme. La vraisemblance
modélise le processus qui a généré les observations &1, 7 et 'a priori modélise le processus (éven-
tuellement virtuel) qui a généré le parametre 6. Le choix est en pratique fait par des considérations
subjectives (le modele gaussien pour le bruit en est un exemple). Cependant, si on ne posséde pas
d’informations a priori sur le parametre 8, ’approche logique des probabilités peut étre abordée.
En effet, on se trouve dans un cas commun & beaucoup de problemes qu’on qualifie d’ignorance.

On peut alors essayer de trouver des regles de calcul de probabilités pour exprimer cette ignorance
[727].
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I1.4 Structure hiérarchique

Dans certains cas, notre objectif n’est pas I'inférence de tout le vecteur @ mais seulement d’un
sous-vecteur @;. La distribution a posteriori de 81 est obtenue avec la regle de Bayes :

p(zi.7 |0, h)p(0;r | h)
p(zi.r | h)

p(0r | 1.1, h) = (I1.4)

Le probleme (8;Ah — x1.7) est en général plus difficile (et aussi différent) que (IANh — x1.7)
(puisqu’on posséde moins d’informations). Redéfinir la vraisemblance posera sans doute des pro-
blémes de cohérence. Cependant, on peut obtenir 'expression de p(€r | 1.7, h) par marginalisation
de la distribution a posteriori de 8 qui est plus simple & obtenir :

p(0; | 1.7, h) = fg_I p(@ | z1.1,h)dO_;
0=(65,6_p)

L’opération inverse de la marginalisation est I’augmentation de parametres. On introduit d’autres
variables ¢ d’une maniére naturelle ou artificielle de telle fagcon que I'inférence (z1.7 — 6 A c) est
plus simple & modéliser. D’un point de vue logique, ceci revient & intercaler une proposition ¢ entre
Iinformation a priori h et le parametre @ pour faciliter le raisonnement logique ou a compléter
I'information dans @ pour expliquer les données 1. 7 :

(h—80)~ (h—c—0)
et / ou
(ANh — z1. 1)~ (@ANRANCc— z1.T)

D’un point de vue probabiliste, cette procédure consiste a introduire dans un premier temps des
variables cachées ¢ d’une maniére 4 limiter les choix subjectifs des probabilités intervenant dans le
probléme d’inférence. Dans un deuxiéme temps, on marginalise par rapport & ces variables pour ne
garder que le parametre d’intérét @ :

p(0|zi.7,h) « [.pO,c|zir,h)dc

~ J.p(x1.7|0,¢c,h)p(0 | c,h)p(c|h)dc (I1.5)

p(zi.r | h)

On note ici la consistance de la théorie des probabilités avec la logique. L’introduction des
variables cachées possede un sens logique et elle est naturellement interprétée en probabilités. Cette
procédure peut étre infiniment ré-itérée en introduisant d’autres couches de variables cachées :

(h—80)~(h—cy—0)~(h— ...—c1 — ¢y —0)

Cette structure hiérarchique facilite le choix des probabilités intervenant dans le calcul de la
distribution a posteriori. Ainsi, au lieu de choisir la vraisemblance p(xi. 1 | €, h), on construit
plutot la fonction p(z1 7 | 8, ¢, h) en profitant de ’augmentation de I'information. Le choix de I'a
priori est aussi facilité par la décomposition logique de (h — 0) en (h — ¢ — 6). On obtient
ainsi l'expression de la distribution a posteriori 1.5 sous forme intégrale. La question qui se pose
est comment mener 'inférence sur le parametre @ a I’aide de cette expression. Bien qu’on réussisse a
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obtenir une forme analytique de la distribution a posteriori, le calcul de ses caractéristiques (comme
le maximum, la moyenne, la médiane...) est en général tres difficile. Nous allons voir dans la section
suivante des méthodes adaptées pour la structure a variables cachées. La premiere méthode est
I’algorithme EM qui permet de calculer le maximum a posteriori et la deuxieme est I’échantillonnage
bayésien qui est une technique plus générale (non réservée aux problémes & variables cachées)
permettant d’approximer numériquement toutes les caractéristiques de la distribution a posteriori.

I1.5 Quelques techniques de calcul

I1.5.1 ALGORITHME EM
En prenant le cotit d’estimation C(8,0*) suivant :
C(8,0%) =1— oo

ot § est la distribution de dirac et 8* est la vraie valeur du parameétre recherchée 6. L’estimé de 6
est alors le minimiseur de la moyenne a posteriori du coiut C(6,80%) :

6 = argmin/ C(6,0%)p(0* | z1.7,h)d6*
7] o*

= argmaxp(@ |z 1,h)
[}

L’estimation de @ revient alors & résumer la distribution a posteriori par son maximum (MAP).
Comme le logarithme est une fonction strictement croissante, la solution MAP est aussi le maxi-
miseur du logarithme de la distribution a posteriori ® :

6 = argmaxlog/p(@,c|a:l__T,h)dc
7]
(IL6)
= arg maxlog/p(a:l__T,c | 8,h)dc+logp(@ | h)
6

ou p(x1.7,c | 8, h) est appelée dans la litérature la vraisemblance complétée.

Le calcul et Voptimisation de la vraisemblance p(zi. .7 | 6, h) sont en général compliqués du
fait de la présence de l'intégration. L’algorithme EM[?] est un algorithme itératif qui permet d’ap-
proximer numériquement la solution de I1.6. Le principe de ’EMest la construction d’une suite
déterministe (0*)),ecn qui converge vers le MAP. En partant d’une valeur initiale 8°, cette suite
est définie par une transformation M :

0+ = M(0*)

La transformation M consiste en deux étapes :

1. Etape E (Expectation) :
Dans cette étape, on calcule une fonction auxiliaire Q(8,8)) espérance a posteriori du lo-
garithme de la distribution a posteriori jointe de (8, c¢) :

Q(0,6*)) = E[logp(9,¢|zi.1,h) | 21.1,0%]
(IL7)
= E[logp(zi.1,c|0,h) | :cl,,T,O(k)] +logp(@ | h) + K

SPintroduction du logarithme est justifiée par le fait que souvent on manipule des familles exponentielles
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ou K est une constante indépendante de 6 et ’espérance est calculée par rapport & la variable
cachée ¢ conditionnellement aux données ¢ 7 et au parameétre de 'itération précédente o) .

E[f(c) | 1.z, 0%)] = / f(©ple| .7, 0%)de

2. Etape M (Maximisation) :
Dans cette étape, on maximise la fonctionnelle Q(6, G(k)) calculée dans I’étape E par rapport
a 0 pour calculer le terme suivant de la suite numérique :

0%+ = M(0®) = arg max Q(6,0™)
7]

La propriété clé de ’algorithme EMest que la distribution a posteriori marginalisée p(@ | 1.1, h)
croit a chaque itération (monotonie) :

p(0% ) | @1 r,h) > p(OW | @11, k)

Cette propriété est due essentiellement & 1'inégalité de Jensen pour les fonctions concaves. En effet,

Q(0*+D g*)) — 0(*) 8)) = E[logp(@**tV, c|z1.1)] — E[logp(8®,c | z1.1)]

= ple| 7,00 ) K pler.7 | 00+)p(O% )
= Jlog WT_T,O(M)P(C | z1.7,0%))dc + log pl(z?_T ‘ 0(k))§(0(k))

VAN

@+ k .7 | @*+D)p@tk+D)
log [ Wp(c | @1.7,0%))d e+ log p(ztwf.;\e“)gige“”) )

(@17 | 0*F)p(@*+1)
p(z1.7 | 6F)p(@®)

< log(1) +log

(I1.8)

ou l'inégalité est due a la concavité de la fonction logarithme. D’apres I'inégalité I1.8, la crois-
Zance de la distribution a posteriori est supérieure ou égale & la croissance de la fonctionnelle Q

La convergence de I'algorithme EM est liée & la contraction de la transformation M. Dans ce
cas, la suite (8%),cn converge vers 6 tel que :

0 = M(0) (IL.9)

Dans le cas du maximum de vraisemblance (p(@) o cte), des conditions de continuité [?] de la
fonctionnelle Q guarantissent la contraction de la transformation M dans le voisinage du maximum
de vraisemblance 8 et que 6 est solution de 'équation I1.9. On peut consulter [???] pour plus de
détails sur la convergence de ’'EM dans le cas du maximum de vraisemblance.

Ces résultats de convergence ont été étendus pour le cas du maximum a posteriori (avec la
fonctionnelle Q définie dans I1.7) [?7].

50n note qu’on peut se contenter 3 chaque itération d’une valeur de 8*+1 telle que Q8% +1, 9%)) > Q8% 9*))
et on obtient ainsi ’algorithme GEM (Generalized EM).
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I1.5.2 TECHNIQUES DU CALCUL BAYESIEN

La méthode bayésienne ne se limite pas & résumer la densité a posteriori p(@ | 1.1, h) par
son maximum. D’autres caractéristiques de cette densité sont utiles selon le contexte du probleme
étudié. En général, on sera amené & calculer 'espérance a posteriori d’une fonction h(0) :

E[h(8)] = / hO)p(8 | 1.1, h)d0 (I1.10)

En pratique, étant données la vraisemblance p(zi. 7 | €, h) et la densité a priori p(@ | h), on
obtient la densité a posteriori & une constante pres en appliquant la regle de Bayes :

f(@) = p(zir|0,h)p(0|h)
o« p(@|zi.1,h)

Le calcul de P'espérance de h(@) nécessite alors deux intégrations :

sty - L1000

En général, ce calcul est difficile & mener pour les raisons suivantes :

(IL.11)

— La forme de la fonction h est compliquée.
— La forme de la fonction f est compliquée.

— On ne possede pas une forme analytique de f comme c’est le cas dans les problémes & variables
cachées ou f est donnée sous forme intégrale I1.5.

On peut alors essayer d’approximer la densité a posteriori par des fonctions simples. L’approxi-
mation normale est la plus naturelle du fait de sa validité asymptotique [??]. Pour tenir compte de
Pasymétrie de f, on peut pousser le développement limité de log f(@) & I'ordre 3. On peut aussi
envisager des approximations directement sur les quantités & intégrer (h(@)f(@)) [???]. Cepen-
dant, ces approximations ne peuvent s’adapter & toutes les formes possibles de la fonctions f. Avec
le développement des moyens de calcul, les méthodes de Monte Carlo présentent une alternative
efficace.

,.1)

Etant donnés M échantillons (0( M

,...0 )) générés selon la distribution a posteriori de 6 :

0" ~p(@ |z, k), m=1,.,M

la moyenne empirique de h(8) :

B [1(0)] = 7 > 1®™)

est une variable aléatoire qui converge presque siirement, selon la loi forte des grands nombres,
vers la moyenne théorique 11.10 quand M tend vers I'infini. La variance de la moyenne empirique
peut étre calculée & condition que la fonction h%(@) f(8) soit intégrable :

var (55, [n6)]) = 37 | [ 1(6) £8)06 — (8, (o))
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L’échantillonnage exacte de la distribution a posteriori n’est pas toujours possible’. L’expression

. . . . , . ~(1) " #(M
I1.10 peut étre approximée par une moyenne empirique basée sur un jeu d’échantillons (0( ), ...0( ))
générés selon une autre distribution g :

M 5(m) M . a(m)
DNICAR )7f(?(m)) / > L?(m)) (IL.12)
1 9(6"") 1 g(6)
C’est ce qu’on appelle I’échantillonnage pondéré. Quand M tend vers l'infini, ’expression 11.12
converge vers la moyenne théorique :

M 5(m) M, 5(m)
am), f(67) f07) Moo f(6) f(0)

Mo, B [h(6)]

Comme dans le cas de ’échantillonnage direct, 'estimateur 11.12 posséde une variance finie si

la quantité :
2
f(6) 2.9y/ (0)
E h2(0)[ = E;[r*(8)
g [ 9(8) ] i) [ 9(0) ]

est finie. Cette condition limite le choix de la distribution instrumentale g. D’une maniere qualita-
tive, on doit choisir une distribution g & queues plus épaisses que celles de f. On trouve dans [?] des
conditions suffisantes sur g pour guarantir une variance finie de 'estimateur de 1’échantillonnage
pondéré.

Les performances de I’échantillonnage pondéré sont directement liées & la similarité entre la
distribution instrumentale g et la distribution a posteriori p(€ | 1.1, h). Autrement dit, Papproxi-
mation de la moyenne théorique par une moyenne empirique est optimale quand on échantillonne
selon la loi a posteriori 8. Les techniques MCMC (Monte Carlo par Chaines de Markov) per-
mettent de générer des échantillons suivant la distribution a posteriori (simulation par chaines de
Markov) et de guarantir Papplication des méthodes de Monte Carlo sur les échantillons obtenus.
On évite ainsi le recours a 1’échantillonnage pondéré. Afin d’introduire les méthodes MCMC , on
rappelle d’abord la théorie générale des chaines de Markov ?.

Soit (Y},)nen une suite de variables aléatoires discrétes ou continues & valeur dans un espace E.
Dans la suite, on suppose que £ est un borélien sur E. Si 'information induite par la connaissance
de toutes les variables antérieures a l'instant n est restreinte a celle contenue dans les k£ instants
précédents n :

P(Y, | Yn-1,--. Y1) =P(Y, | Yo_1,-, Yo_k)

alors on dit que la suite (Y, )pen est une chaine de Markov d’ordre k. Dans la suite, on ne considére
que les chaines de Markov d’ordre 1 :

P(Y; | Y1, Y1) = P(Y, | Yoo)

P(Y, | Y,—1 est appelée le noyau de transition ICp,(. | .) de la chaine. La chaine de markov est
dite homogene si le noyau de transition ne varie pas avec I'indice n, on le note K(. | .). Le noyau

"Si on sait parfaitement échantillonner la densité p(@ | 1.7, h) le recours aux techniques de Monte-Carlo pour
des fonctions h simples n’est pas justifié

8Pour une fonction h précise, I'optimalité est obtenue pour g(8) = % [?]

28



K(.|.) peut étre considérée comme un opérateur qui transforme la densité de probabilité «,, de Y,
en mpy1 lad.d.p de Y41 :

maia(y) = [ Ky | ¥)may)dy
On note aussi K" (. | .) la probabilité de transition entre I’état initial et I’état a l'instant n :
K'(Aly)=P(Y, € A| Yy =y)
La chaine de Markov (Y, )nen est ainsi définie par une distribution initiale 7y et par un noyau
de transition K(. | .).

Une réalisation de la chaine est obtenue par l’algorithme itératif suivant :

Réalisation d’une chaine de Markov

1 =50~ m (I.13)

2—Ypt1~ K(yn—i—l | yn)

L’étude de la convergence des chaines de Markov est bien établie dans la litérature [?]. Le
chapitre 3 de l'ouvrage [?] et [?] représentent une bonne synthese de ce domaine. L’annexe B de
[?] résume les notions et théorémes nécessaires pour I’étude des algorithmes MCMC . On rappelle
brievement quelques définitions nécessaires pour établir deux théorémes importants concernant la
convergence d’une chaine de Markov.

Invariance : Une distribution ¢ est invariante par le noyau de transition K(. | .) si ¢ = K¢. Une
transition donnée K peut avoir une seule, plusieurs ou ne pas avoir de distributions invariantes.

Irréductibilité : Un noyau de transition K(. | .) est dit ¢-irréductible si pour tout yo € E et tout
ensemble A € £ de mesure non nulle par rapport & ¢ (#(A4) > 0), il existe un entier n > 1 tel
que K"(A | yo) > 0. Cette propriété signifie que la chaine de Markov visite tous les ensembles de
mesure ¢ non nulle et donc qu’elle ne reste pas bloquée dans une région de ’espace E. La notion
de ¢-irréductibilité est liée & la connectivité de I'espace E sous la transition /.

L’irréductibilité guarantit la visite de tout I’espace mais ne renseigne pas sur la fréquence de
cette visite. On introduit alors la propriété de récurrence d’une chaine ¢-irréductible qui signifie
que tout ensemble A de mesure ¢(A) > 0 est visité une infinité de fois avec une probabilité non
nulle & partir de tout point yy € E et avec une probabilité 1 pour ¢-presque tout point yq :

Définition 1 Un noyau de transition K(. | .) ¢-irréductible est récurrent si et seulement si

( Vyo € Eet A € Etel que p(A) >0
P(Y,, € Ainfiniment souvent | yo) > 0

Pour ¢-presque tout pointyy € Eet A € Etel que p(A) >0

| P(Y,, € Ainfiniment souvent | yo) =1
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Une chaine est dite récurrente au sens de Harris si A est visité une infinité de fois avec une
probabilité 1 pour tout yo € E (en autorisant les ensembles de yy de mesure nulle).

Lorsque K admet m comme densité invariante, il est naturel de considérer la w-irréductibilité.
On a le résultat suivant [?] qui assure, pour une chaine irréductible, I'unicité de la distribution
invariante :

Proposition 1 Si une chaine de Markov est irréductible et admet une distribution invariante ,
alors la chaine est w-irréductible, w est l'unique distribution invariante de la chaine et la chaine est
récurrente positive® .

Apériodicité : Une chaine de Markov est dite apériodique si elle n’a pas un comportement
périodique lors de ses transitions. La période m d’un noyau de transition peut étre définie comme
le cardinal minimum d’une partition (C4, ...,C),) de E vérifiant :

Vy € Gy, K(Ciyapm) | y) =1
Une chaine est apériodique si la période m est égale a 1.

Ergodicité : Une chaine est ergodique si elle est irréductible, apériodique, admet une distribu-
tion invariante et récurrente au sens de Harris.

Avec ces définitions, on peut énoncer quelques résultats sur le comportement asymptotique des
M

échantillons générés par ’algorithme I1.13 et sur la convergence des sommes empiriques ﬁ Z h(Ym)-

m=1

Théoréme 2 Soit une chaine de Markov de noyau de transition K(. | .) irréductible et w-invariante.
En construisant la mesure KM (. | yo) sur € par :

E

VA €&, KM (A | yo) = Z "™(A| yo)

m:

Alors, pour m-presque tout point de départ yq,

lim [|[KM(. | yo) = px()lvr =0
M—s00

et pour toute fonction h w-intégrable :

|
[z
>
S

Ex []

m=1

Le théoréme 2 assure la convergence de la moyenne des distributions ™ vers la distribution
invariante 7 et celle des sommes empiriques vers les espérances théoriques, pour w-presque tout
point de départ yo. En ajoutant la propriété de l'apériodicité de la chaine, on assure en plus la
convergence en loi vers m de la distribution K™ (. | yo) :

9Une chaine est récurrente positive si elle est irréductible, récurrente et admet une distribution invariante.
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Théoréme 3 Soit une chaine de Markov de noyau de transition K(. | .) irréductible, m-invariante
et apériodique. Alors, pour w-presque tout point de départ yq,

lim (KM (. | yo) — pr()lvr =0 (I1.14)
M—x

Si la chaine de Markov est en plus ergodique (en ajoutant la propriété de la récurrence au sens
de Harris), les convergences dans les deux théorémes précédents sont assurées pour tout point de
départ yo € E en autorisant ainsi les ensembles de mesure nulle par rapport a =.

Algorithmes MCMC :
Etant donnée une densité 7* difficile & échantillonner, le but des algorithmes MCMC est double :

1. Construire une chaine de Markov (Y,)nen selon I1.13 qui converge en loi vers la densité
d’intérét 7* (probléme inverse de ’étude de convergence d’un noyau K).
k+M
2. Approcher asymptotiquement les espérances E; [h} par des moyennes empiriques ﬁ Z h(ym)-
m=k+1
k est le temps supposé nécessaire pour la convergence!® de la chaine ("temps de chauffe”).

Si on exige que la convergence en loi soit au sens de 11.14 pour tout point de départ yg, la chaine
de Markov doit étre alors ergodigue m*-invariante. Parmi les algorithmes MCMC , I’échantillonnage
de Gibbs et I’algorithme de Metropolis-Hastings sont les plus connus, étudiés et utilisés en pratique.

Echantillonnage de Gibbs : Soit 7*(y) la distribution d’intérét & échantillonner. On note

wj’f(yj | y—j) = w;(yj | Y15-0sYj—1,Yj+1, -, Yp) la distribution conditionnelle de la composante j
du vecteur y connaissant toutes les autres composantes y_;. L’échantillonnage de Gibbs consiste
a simuler le vecteur les composantes de y d’une maniére cyclique. En partant d’un point initial
¥ = (v9, ...,yg), on génere la suite y',y?, y3,..., avec y™*t! obtenue & partir de y™ de la facon
suivante :

Algorithme de Gibbs
( y["*'  est échantillonné selon 7 (y1 | y5, y%", .., yT")
. . . I1.15
) y 1 est échantillonné selon 735 (yo | v, v, v, e Ypt) ( )
yz’,""'1 est échantillonné selon 7 (y, | y}n“, yg‘"'l, ves ygl_"il)
\
La suite (Y™)men est bien une chaine de Markov d’ordre 1. En effet, I’échantillonnage de y™*! ne

dépend que de y™. Le noyau de transition Kg(. | .) est défini par :
Ka(y™ ™ [y™) = afi ™ o8 8o up) w3y [y u8 ol yp)

1 m+1 | m+1 m+1
o (T BT T R T

0cette convergence n’est qu’asymptotique mais en pratique on ne dispose que d'un nombre fini d’échantillons et
on essaie d’éliminer les premiers échantillons qui peuvent altérer le calcul empirique des espérances.
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On montre facilement que la distribution 7* est invariante par le noyau Kg. L’irréductibilité
(et donc 'unicité de la distribution invariante d’apres la proposition 1) et I’apériodicité ne sont pas
automatiquement vérifiées par le noyau K¢. Elles dépendent de la distribution 7*.

On note que I’échantillonnage de Gibbs ne suppose pas la connaissance de la distribution 7*.
Seule la connaissance des lois conditionnelles est nécessaire pour la construction de la chaine.
C’est souvent le cas dans les problemes & variables cachées traités dans la section II.4. En effet,
la distribution a posteriori p(@ | 1.7, h) d’'un parameétre d’intérét @ se met sous la forme d’une
intégrale, en général, difficile & calculer analytiquement ou & échantillonner :

p(0| @11 k) = / p(8,¢| @11)de

Cependant, les lois conditionnelles py(@ | ¢, z1.7) et pe(c | @,x1..7) sont simulables. L’implé-
mentation de I’échantillonnage de Gibbs est trés utile dans ce cas. On part des points initiaux 6°
et ¢® quelconques et on itére le cycle suivant :

0™t est échantillonné selon (0| ™ z1.7)
(IL.16)
™t est échantillonné selon i (c| 0"z 1)
M
La somme empirique % Z h(0™) converge presque stirement vers ’espérance a posteriori
m=1

Eapost [h] = fh(O)p(O | 1. T, h)dO

L’échantillonnage & partir des lois conditionnelles est parfois impossible. Si on peut évaluer la
distribution 7* & une constante pres, alors I'algorithme de Metropolis-Hastings [??] est une bonne
alternative.

Algorithme de Metropolis-Hastings : La transition entre deux valeurs successives y,, et
Ym+1 Se passe de la maniére suivante : & partir de y,,, on échantillonne un candidat z selon
une distribution choisie (quelconque) g(z | ym) qu’on appelle la distribution instrumentale. On
accepte z (Ym+1 = 2) ou on le rejette en gardant la valeur y,, (Ym+1 = Ym) avec une probabilité

p(z, ym) = mm(%, 1)_
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Algorithme de Metropolis-Hastings
1. initialiser yo ~ mo(y),
2. a l'itération m :
- proposer un candidat z ~ g(z | y,,)
- accepter z avec la probabilité p(z, ym,) :
simuler u ~ U]

- Siu < p(z,ym) alors Yy, 11 = z sinon Yy, 11 = Y,
3. m < m+ 1 et retourner a (2)

La probabilité d’acceptation étant :

p(z, ym) — mzn(%’ 1)

Le noyau de transition K (. | .) qui est par définition la distribution (résultante) de ym4+1
connaissant vy, s’écrit :

Kyva(Ym+t | Um) = 9 Um+1 | Ym) p(Ymt1,Ym)

S1 Ym+1 # Ym avec,

P(Ymst = Yo | ym) = 1 — / oy | ym) Py, ym)dy

Karr (.| -) peut se mettre sous la forme compacte suivante :

Kontt (Ymss | 9re) = 9(gmst | Yoe) p(Wimsrs yon) + (1 - [ty um) p(y,ym)dy) By (Yms1)

On montre que 7* est une distribution invariante par la transition Ky gy [?]. L’irréductibilité
et 'apériodicité sont & étudier selon le contexte (la distribution 7* et la distribution instrumentale

g(- 1)) [?]-

Version hybride : L’échantillonnage de Gibbs présente des avantages et des inconvénients par
rapport a ’algorithme de Metropolis-Hastings. Son principale avantage est que le noyau de transi-
tion K¢ est construit uniquement & partir des lois conditionnelles de 7* et ne fait pas appel & une
distribution arbitraire g(.|.). L’algorithme de Gibbs exploite ainsi la structure de la distribution
d’intérét 7*. Cependant, il n’est pas toujours possible d’échantillonner selon les lois conditionnelles
tandis qu’avec I’échantillonnage de Metropolis-Hastings on ne rencontre pas ce type de probleme.
L’autre inconvénient est le risque de blocage de I’échantillonneur de Gibbs causé par une forte cor-
rélation entre les échantillons successifs de la chaine des y,,. Cette corrélation entre les échantillons
Ym est due essentiellement 3 la corrélation'! entre les différentes composantes 3/ du vecteur y.

on peut parfois corriger cet inconvénient par une reparamétrisation ou un repartitionnement du vecteur .
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Des versions hybrides de 1’échantillonneur de Gibbs combinant 1’algorithme de Gibbs et 1’al-
gorithme de Métropolis-Hastings peuvent étre proposées. Un schéma proposé dans [??] consiste &
reprendre 1'algorithme de Gibbs mais en applicant une itération de Métropolis-Hastings & chaque
loi conditionnelle. On remplace la simulation de la loi conditionnelle 7 (y; | y—;) dans IV.3 par une
simulation selon une loi instrumentale g;(y; | y—;)-

Version hybride de Gibbs

- a l’itération m et & la composante j :

: . m—+1 m+1 |, m m
1. Simuler z; ~ g;(z; | y1"" 5 s Y721, Y1 Yp')
2. Prendre

m+1 _ | %j avec probabilité P
Y= y7* avec probabilité ~ 1—p
avec
+1 41
p= mzn 1 ﬂ;(zj ‘ y‘in-'_l ,...,yﬁjl 7?/;’3_1"-7?/;1)
795z Ly ey YY)

m+1 m—+1

/ oy Lyt )
g Ly ey T )

L’introduction de la loi instrumentale est motivée par deux raisons :

1. Les lois conditionnelles 77 (y; | y—;) ne sont pas simulables. On greffe alors une procédure de
Meétropolis-Hastings avec une seule itération.

2. Les composantes du vecteur y sont trés corrélées. Simuler selon une autre distribution arbi-
traire peut débloquer 1’échantillonneur de Gibbs.

I1.6 Application en séparation de sources

N

Dans I’approche classique des statistiques, on peut apporter plusieurs solutions 4 un méme
probléme donné. On commence par construire des estimateurs qu’on évalue a posteriori par leur
biais et leur variance. Cet aspect est qualifié dans [?] par la "adhockery”. L’avantage de ’approche
bayésienne est qu’elle applique la méme méthodologie et ne s’appuie pas sur des estimateurs ad hoc
ou des schémas pré-définis. L’information sur le probléme direct est codée dans la vraisemblance et
Iinformation a priori est codée dans la distribution a priori. Avec la régle de Bayes, on combine ces
deux sources d’informations pour obtenir la distribution a posteriori. En minimisant une fonction
cout choisie par le décideur, on obtient un estimateur qui reflete I'une des caractéristiques de la
distribution a posteriori. Le probleme de la séparation de sources constitue un bon exemple pour
illustrer la méthodologie bayésienne.

On suppose dans la suite de ce paragraphe que les données x1. 7 sont un mélange linéaire
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instantanné bruité des sources :
x; = As;+¢, t=1.T (1117)

ou x; est le vecteur (m x 1) des observations & I'instant ¢, s; est le vecteur (n x 1) des sources et
€; est le vecteur (m x 1) du bruit. A est la matrice de mélange (m x n). t est un indexe générique.
11 désigne le temps dans le chapitre III, le pixel d’une image dans le chapitre IV, la fréquence dans
le chapitre 7?7 et 'indice temps-fréquence dans le chapitre 77.

Seules les observations x1. 7 sont connues. Le probléme de séparation de sources admet plusieurs
sous-problémes selon la spécification du parameétre d’intérét 8. Dans tous ces sous-probléemes, on va,
suivre la méme méthodologie : définition du probléme d’inférence, construction de la distribution a
posteriori avec la régle de Bayes, choix des probabilités (vraisemblance et a priori), choix du critere
et finalement choix de ’algorithme d’optimisation.

Estimation de A : Le probléme d’inférence considéré est Z := (h A ®1.7 —> A) ou h représente
toute 'information a priori qu'on posséde sur le probleme comme la nature du mélange, la loi du
bruit €, le nombre des sources et des observations...

En appliquant la régle de Bayes, la distribution a posteriori s’écrit :
p(A|z1.7,h) xp(zi.7| A, h)p(A | h) (I1.18)

Pour déterminer I’expression de la vraisemblance, on utilise la structure a variables cachées
naturelle au probléme inférentiel de séparation de sources :

p(A|zi.7,h) [/p(w1..T,S1..T | A,h)dsl..T] p(A | h)
x [ [l o Akt | h)dsl..T] b(A | h)

Dans la suite, afin d’alléger les notations, on élimine la proposition h des différentes expressions
et la probabilité p est indexée par la variable a laquelle elle se rapporte. Par exemple, ps désigne
p(h — s1.7)-

Connaissant la matrice de mélange et les sources, 'incertitude sur les observations est due
entiérement au bruit. Par changement de variables entre @1 1 et €17 (le jacobien valant 1 puisque
le bruit est additif) :

p(xi.7|,81.7,A) =pe(€1.7) = pe(®1.7 — Asi.1)

La distribution a posteriori de A s’écrit alors :

p(A | z1.7) x [/ Pe(T1.7 — As1.7)ps(s1.7)ds1.T| pa(A) (I1.19)

Pour exploiter I’expression I11.3, on doit choisir les probabilités p., ps et p4. Bien qu’en pratique,
on adopte le point de vue subjectif I1.3 pour effectuer le choix des probabilités, ce choix n’est pas
arbitraire et doit étre basé sur notre connaissance physique du probleme de mélange. Dans certains

35



cas, un changement de base (passage dans le domaine de Fourrier, des ondelettes, temps-fréquence)
peut faciliter considérablement le choix des probabilités. On est aussi guidé par des considérations
pratiques d’implémentation et par I'interprétation finale du critére d’estimation (le choix des lois
gaussiennes signifie qu’on veut se limiter aux statistiques d’ordre deux).

Une fois Pestimateur fixé (une caractéristique particuliére de la distribution a posteriori de A)
par le choix d’une fonction coiit C(A, A*), on se trouve face & un probléme technique d’optimisa-
tion. Souvent le calcul explicite des caractéristiques de la distribution a posteriori I11.19 (comme le
Maximum a posteriori MAP, espérance a posteriori EAP, MAP marginal, EAP marginal...) n’est
pas possible. On profite alors de la structure a variables cachées pour implémenter I’algorithme
EMou I’échantillonnage de Gibbs.

Remarque 5

Relation avec I’ACI : L’estimateur particulier MAP peut étre interprété comme une régulari-
sation de Uestimateur du mazimum de vraisemblance en analyse en composantes indépendantes'?.
En effet, avec le modéle non bruité x; = Asy, la distribution a posteriori II1.8 s’écrit :

p(A | z1.7) o< |A| !t ps(A ' z1.7) pa(A)

En faisant le changement de variables entre la matrice A et son inverse B = A~ et en supposant
que les sources s1. 7 sont i.i.d. :

T
p(B | z1.7) | [ |B| ps(Bz:) p(B) (11.20)
t=1
avec pp(B) la loi a priori de la matrice B obtenue & partir de celle de A 1 :

8B‘1|
0B

ps(B) =pa(B )|

Lincrément AB d’un algorithme de gradient maximisant le logarithme de la distribution a
posteriori de B s’écrit :

T

0
_ T =T
AB =3 (o] + DB+ g5 logpa(B)

Terme de régularisation

Incrément de I’ACI

/
ou ¢pg = g—z est la fonction score et yy = Bxy. Le terme logpp(B) peut étre ainsi considéré comme
un terme de régularisation 4.

Estimation de s; 7 : Dans ce cas le probleme d’inférence est défini par Z := (z1.7,h — 81.7)-
Connaissant les données x1, 7 et 'information a priori h (incluant le fait que les données 1, 1
suivent le modeéle de mélange linéaire instantanné bruité II1.1), 'objectif est de reconstruire les
sources S1..7-

12Dans 'approche classique, on ne trouve pas ’équivalent d’autres estimateurs comme PEAP ou 'EAPM
13En général, on posséde une information physique sur la matrice de mélange A et non sur son inverse B.
La propriété de 1’équivariance [?] peut étre conservée pour une certaine classe de lois a priori sur la matrice B
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En appliquant la régle de Bayes, la distribution a posteriori des sources est :

p(si.r | zi.1,h) xp(xi.7| 1.7, h)p(si.r | h)

Le modele direct (s1.77 A h — @1._7) n’est pas un modele de mélange linéaire. En supposant,
dans une approche bayésienne, que la matrice A est une variable aléatoire et en 'intégrant hors du
probléme la relation entre les données &1 et les sources s1_7 n’est plus linéaire. La vraisemblance,
modélisant le probleme direct, s’écrit sous forme intégrale :

p(zi.r| s, h) = /P(wl..T | s1.7,Ah)p(A| h)dA

En faisant un changement de variables entre le vecteur des observations 1 7 et le bruit €. 7
et en introduisant les probabilités indexées p¢, ps et pa du bruit, des sources et de la matrice de
mélange, la distribution a posteriori des sources s’écrit :

p(s1.1 | @1.7) X [ [ pe@sr - Asi.)paA) 44| pitsin) (L.21)

On obtient ainsi une expression symétrique de la distribution a posteriori de la matrice A I1.19.
La discussion sur le choix des probabilités pe, ps et p4 et sur 'aspect algorithmique est 1a méme que
celle dans le paragraphe précédent (estimation de A). En général, on n’a pas une forme explicite
de la distribution a posteriori I1.21 ou le calcul des caractéristiques de cette distribution comme
Pestimateur MAP ou l'estimateur EAP est difficile & mener. On profite alors de la structure a
variables cachées (A étant la variable cachée) en implémentant 1’algorithme EM (pour le calcul du
MAP) ou les techniques bayésiennes MCMC (pour le calcul des estimateurs du type E[h(s1.7)]).

Remarque 6 Le fait d’estimer dans un premier temps la matrice de mélange A = arg maxp(A | 1
et de reconstruire dans un deuziéme temps les sources 81, 7 = argmaxp(s1.r | 1.1, A, h) ne s’ins-
crit pas dans une méthodologie bayésienne rigoureuse et constitue plutot une méthode approzimée.

Estimation conjointe : Le probléme d’inférence est défini par Z := (z1.7 Ah — s1.7 AN A).
Connaissant les données 1.7, on veut estimer conjointement la matrice de mélange et les sources.
La distribution a posteriori s’écrit :

p(si.1, A | x1.7) X pe(x1.7 — AS1.7)pA(A) Ps(81..7) (I1.22)

La forme analytique de la distribution a posteriori est explicite en fonction de la matrice de
mélange et des sources. En effet, cette expression ne fait pas intervenir des intégrales comme c’est
le cas avec les expressions I1.19 et I1.21. Cependant, le calcul exact des caractéristiques (MAP,
EAP,...) de cette distribution n’est pas en général abordable et on fait appel aux techniques nu-
mériques itératives. Pour le calcul du MAP, on pourrait étre tenté par utiliser la technique de
relaxation en profitant de la décomposition naturelle du parametre d’intérét @ = (A, s1.1) en sous
vecteurs 81 = A et 83 = s mais cette technique n’évite pas les maxima locaux. Avec cette méme
décomposition du vecteur 8, ’échantillonneur de Gibbs ou sa version hybride sont mieux adaptés.
Le schéma de I’échantillonneur de Gibbs est le suivant :
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Echantillonneur de Gibbs
1. simuler (A(O), sg(_)_)T) ~ (A, s1.7)
2. & l'itération m :

(m)

S ~ 7Ts(31..T | m1..Ta14(m71))

A™ 1Az 8™

3. m < m+1 et retour a (2)

Les conditions de convergence de la chaine de Markov sont liées aux probabilités pe, ps et pa
a travers les lois conditionnelles 7s(s1.7 | 1.7,A) et ma(A | 1.7,81..7). On approxime alors
les espérances du type E [h(A, 31__T)] par des sommes empiriques en se basant sur les échantillons

(Am) sgm%) obtenus par 1’échantillonneur de Gibbs.

Remarque 7 L’un des avantages de l’algorithme MCMOQC I1.6 est qu’il donne aussi la possibi-
lité de calculer numériquement les caractéristiques marginales de la distribution a posteriori I1.22.
Ainsi, les espérances marginales E4 | ,[hl(A)] et Eg, 1| ,[hg(sl__T)] sont approrimées par :

;

hq A(m))

(
(s37)

m
ha(sy. 1

Eq | [hi(A)]

Q

M
i 2

M
Egir| -[hQ(sl--T)] ~ % Z

=1

\ 1

Introduction des variables cachées : Le principal reproche & la méthode du maximum de
vraisemblance qu’on trouve dans la litérature de la séparation de sources'® est le choix de la densité
a priori des sources ps(si.7 | h). Ce choix doit tenir compte de deux impératifs :

1. La forme de la densité des sources doit étre assez générale pour s’adapter a plusieurs types
de sources.

2. L’expression de cette densité ne doit pas étre compliquée pour permettre une implémentation
efficace des algorithmes de séparation.

3. Il faut guarantir I'identifiabilité du modéle (dont la matrice de mélange). Par exemple, choisir
une densité gaussienne i.i.d. pour les sources rend la matrice de mélange non identifiable.

L’introduction d’un modeéle hiérarchique rentre bien dans ’approche bayésienne et apporte une
solution flexible au choix de la densité des sources. Un modeéle hiérarchique d’ordre 1 consiste a
introduire une couche de variables cachées z; 7 (discrétes ou continues) expliquant la génération a
priori des sources :

h—si.7 ~ h—2zi.7— 81T

50n retrouve aussi dans les méthodes d’analyse en composantes indépendantes le probléme du choix de la distri-
bution des sources. Le mérite de ’approche bayésienne est qu’elle rend explicite ce probleme.
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La distribution des sources s’écrit alors sous une forme intégrale :

ps(si.T| h) = /P(Sl..T | zi.7,h)p(z1.7 | h)d2z1.17 (I1.23)

ou la densité conditionnelle p(s1.7 | 211, h) appartient & une famille paramétrique de dimension k
{¢(. | m),m € R¥}. On choisit la forme de la fonction ¢ de maniére & avoir des expressions simples
a manipuler lors de I'implémentation des algorithmes de séparation.

Exemple 1 Le mélange de gaussiennes est un exemple de modéle hiérarchique utilisé avec succes
dans les problémes de séparation de sources i.i.d. [7??]. Dans ce modéle, les variables cachées z1
sont discrétes i.i.d. et les densités conditionnelles paramétriques ¢(. | n) sont des gaussiennes.

Outre son importance au niveau de la modélisation des sources, le modele hiérarchique 17.23
est bien adapté au probléme de séparation de sources. En effet,

1. Concernant ’estimation de la matrice de mélange A, les sources 81,7 forment une premiére
couche de variables cachées. La méthode de séparation se basant sur cette structure cachée
(EM, MCMC ) est alors flexible & I'introduction d’autres couches de variables cachées comme
les z1. 7 qui forment une deuxiéme couche de variables cachées pour 'estimation des para-
metres i de la densité des sources.

2. Les variables cachées peuvent donner 4 la distribution a posteriori: une interprétation facilitant
la discussion sur l'identifiabilité de la matrice de mélange A. Comme nous allons le voir dans
les chapitres suivants, en prenant des variables z1_ 7 discretes, des distributions conditionnelles
p(s1.7 | z1..1,h) gaussiennes et un bruit blanc gaussien, la séparation va se baser sur des
statistiques d’ordre deux en exploitant la non stationarité des sources.

Prédiction : Le probleme d’inférence est défini par Z := (x1.7 A h — p(®¢4+1)). Connaissant
les données &1 7, notre objectif est de prédire la densité de I'observation x;;1 & Uinstant (¢ 4 1).
La variable & manipuler est donc de type densité de probabilité. La méthodologie bayésienne se
généralise facilement & Pespace P = {p, [ p = 1} des distributions de probabilités. En effet, on peut
écrire la densité a posteriori de p avec la régle de Bayes :

P.(p| ®1.7) x Pr(x1.7 | P) Pr(P)

ou P.(x1.7 | p) = p(x1.7) est la vraisemblance de la d.d.p p. P,(p) représente 'information a
priori sur p. Le cott d’estimation C(p,q) peut étre défini comme une mesure de divergence d ¢
entre la vraie distribution inconnue p et une distribution q [?]. Le critére d’estimation (espérance
a posteriori du cout C(p,q)) s’écrit :

J(a) = /d(p, Q)P (p | z1.7) (11.24)
p

En considérant la famille D5 des d-divergences [?],

Ds(p,q) = ﬁ (1 - /p5 q1—5>

Yceci nécessite la manipulation des outils de la géométrie différentielle. Une grande partie du chapitre ?? est
consacrée a ces notions
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le minimiseur q du critére I1.24 vérifie la relation suivante :
A0 0~ )
Q" =<p’ >= /p P.(p|z1.1) (I1.25)
P

Dans le cas ou la distribution p appartient & une famille paramétrique Q :
k
Q={p(.16),6 € R"}

on peut avoir une expression analytique de 'estimateur ¢ (I1.25) :
@ |2.0)" = [ plai | 0)'p(® | 21.1)d6 (11.26)

Exemple 2 Si 6 = 1 (D1 est la divergence de Leibler-Kullback), q est l'estimateur EAP de la
distribution p :
4 =Eg| o, o [P(xi11]0)]

Dans le probleme de séparation de sources, on se trouve dans le cas paramétrique avec @ repré-
sentant soit :

1. la matrice de mélange A : la famille paramétrique Q est {p(x | A), A € R™*"}.
2. les sources s 7 : la famille paramétrique Q est {p(x | s),s € R"}.
3. la matrice de mélange et les sources : la famille paramétrique Q est {p(z | A, s), (4, s1.7) €

On note que I’ensemble Q change selon le choix du parameétre 6

I1.7 Conclusion

Nous avons essayé dans ce chapitre de décrire les fondements de la méthode bayésienne au
niveau fondamentale et au niveau applicatif. D’un point de vue théorique, ’approche bayésienne se
distingue de I'approche classique fréquentiste en considérant les probabilités comme une extension
du raisonnement logique. Les probabilités représentent une mesure de l'incertitude de I’implication
entre deux propositions et non la fréquence d’un événement dans une infinité de réalisations. Cet
aspect de ’approche bayésienne lui donne une consistance avec le raisonnement logique qui a une
conséquence directe sur sa mise en ceuvre dans les problémes d’inférence. En effet, la méthode bayé-
sienne ne donne pas des solutions ad hoc mais offre une méthodologie unique. Cette méthodologie
se résume ainsi,

1. définir le probleme d’inférence logique,

2. construire la distribution a posteriori (avec les régles de calcul de probabilités comme la régle
de Bayes...) contenant toute I'information sur le parametre & estimer,

3. choisir les distributions de probabilité intervenant dans 1’expression de la densité a posteriori,

4. résumer l'information a posteriori par une des caractéristiques de la distribution a posteriori

Des techniques de calcul comme I’algorithme EMou les méthodes MCMC assurent I'implé-
mentation efficace de la méthode bayésienne lorsque 1’étape 3 est difficile voire impossible & mener.
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Nous avons essayé d’illustrer la méthodologie bayésienne dans le probléme de séparation de
sources dans sa généralité. Les problemes d’inférence pratiques dans les chapitres suivants illustrent
mieux la faisabilité et le mérite de cette approche. En particulier, 'introduction des variables
cachées, naturellement supportée par I’approche bayésienne au niveau pratique et technique, va
jouer un role important pour simplifier 'implémentation des algorithmes de séparation et pour
guarantir ’identifiabilité du mélange.
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CHAPITRE II1

SEPARATION DE SOURCES MONOVARIEES : NON
STATIONARITE TEMPORELLE

ITII.1 Introduction
II1.2 Meéthodologie bayésienne
I11.2.1  Distribution a posteriors
II1.2.2  Choix des lois de probabilité
111.2.3  Cotut d’estimation et interprétation du critere
II1.3 Algorithmes de restauration-maximisation
I11.3.1  Algorithme EMexact
I11.3.2  Algorithme Viterbi-EM
I11.3.3  Algorithme Gibbs-EM
I11.3.4  Versions accélérées
II1.4 Simulations numériques
IT1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on considére le probléme de séparation de sources dans
le cas d’un mélange bruité instantané. La méthode du mazimum de vraisem-
blance a été considérée dans [??] en modélisant les sources par un mélange de
gaussiennes. Nous allons étendre ces travauz a plusieurs niveaux :

1. en interprétant le mélange de gaussiennes comme étant un modéle hié-
rarchique, on peut donner aux €tiquettes du mélange une structure mar-
kovienne afin de tenir compte de la corrélation temporelle des sources. Le
modéle markovien peut étre considéré comme un terme de régularisation
de la classification des sources.

2. dans une approche bayésienne, on peut incorporer des informations a
priori sur la matrice de mélange et les autres paramétres intervenant
dans la modélisation des sources et du bruit. L’introduction des distri-
butions a priori présente aussi d’autres avantages comme l’élimination
de la dégénérescence de la vraisemblance et de la non-identifiabilité du
probléme de séparation.

3. au niveau algorithmique, nous allons décrire l'implémentation de l’algo-
rithme EMen utilisant la procédure de Baum-Welsh [?]. Nous présen-
tons aussi des versions de I’EMsous optimales mais moins cotteuses en
temps et en mémoire : Viterbi-EM et Gibbs-EM.
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IT11.1 Introduction

On considére le mélange linéaire instantané bruité :

x(t) = As(t) +€(t), t =1..T (IIL.1)

ou x(t) est le vecteur (m x 1) des observations, s(t) est le vecteur (n x 1) des sources, €(t) est un
bruit additif blanc gaussien de matrice de covariance R, et A est la matrice (m x n) de mélange.

Seules les observations 1.7 sont connues. La présence du bruit fait que le probleme de sépa-
ration de sources est composé de deux sous-problemes : reconstruction des sources et identification
de la matrice de mélange.

COMPOSITION DU CHAPITRE

Ce chapitre est organisé en deux parties :

1. dans la premiére partie, on définit le probléeme d’inférence et on décrit la méthodologie bayé-
sienne pour le résoudre. On présente les lois a priori des sources, de la matrice de mélange et
des parametres de ces mémes lois. Les sources suivent un modeéle de Markov caché (HMM).
Les variables cachées représentent les étiquettes des sources et forment une chaine de Mar-
kov. Conditionnellement & ces étiquettes, les sources sont gaussiennes indépendantes. Cette
modélisation est convenable dans la mesure o1 elle constitue une alternative intéressante a la
modélisation non paramétrique et prend en compte une éventuelle corrélation temporelle. Le
cas du mélange de gaussiennes (étiquettes i.i.d.) a été étudié dans [??7?] et représente un cas
particulier de la modélisation HMM. L’estimation des variances d’un mélange de gaussiennes
par la méthode du maximum de vraisemblance, en observant directement les sources, souffre
d’un probléme de dégénérescence. En effet, la vraisemblance n’est pas bornée et tend vers I'in-
fini quand les variances tendent vers zero. Une solution proposée dans [?] est de contraindre les
variances a appartenir & un intervalle strictement positive. Cette contrainte complique la mise
en oeuvre de 'estimation des variances. Récemment, une solution se basant sur I’approche
bayésienne a été proposée dans [?] afin d’éliminer la dégénérescence de la vraisemblance dans
le cas ou les sources sont directement observées. Elle consiste & pénaliser la vraisemblance avec
un a priori Inverse Gamma. Dans [?], on montre que cette dégénérescence se produit aussi
dans le cas de la séparation de sources et qu’elle peut étre éliminée en choisissant un a priori
Inverse Gamma pour les variances'. Le chapitre ?? est entiérement consacré & I'étude de ces
dégénérescences dans le cas des sources multivariables directement observées (non mélangées)
et dans le cas ol les sources sont mélangées.

Les coefficients de la matrice de mélange suivent des lois gaussiennes.

Concernant I'aspect algorithmique, la structure & variables cachées suggere 1'utilisation des
algorithmes de restauration-maximisation.

2. La deuxieme partie est consacrée & I'implémentation des algorithmes de restauration-maximisation.
On commence par établir les équations de ré-estimation de ’algorithme EMen utilisant la

1 s s 2 . . N ) N
Cette dégénérescence se produit aussi dans le cas ou les étiquettes forment une chaine de Markov
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3.

procédure de Baum-Welsh et discuter le colit de son implémentation. Ensuite, on présente

d’autres types d’algorithmes de restauration-maximisation en modifiant ’étape E (Ezpecta-

tion) de lalgorithme EM :

e Les algorithmes V-EM (Viterbi-EM) et G-EM (Gibbs-EM) : I'étape E est remplacée
respectivement par une maximisation et par un échantillonnage. Ces modifications visent
a réduire le cout de 'EMdu & la structure temporelle de la chaine de Markov.

e Les algorithmes F-V-EM (Fust-Viterbi-EM) et F-G-EM (Fast-Gibbs-EM) : en reprenant
les algorithmes V-EM et G-EM , on introduit une étape de relaxation afin de réduire le
cotit de calcul du & la structure spatiale qui provient du mélange.

Dans la troisiéme partie, on étudie les performances numériques des algorithmes proposés.

PLACEMENT DU TRAVAIL

L’algorithme EMa été utilisé dans [??] pour séparer des sources modélisées par des mélanges
de gaussiennes. Dans ces travaux, on peut montrer que :

L’algorithme EMn’arrive pas & estimer conjointement les variances des sources et la variance
du bruit du fait de la dégénérescence de la vraisemblance.

Le colit de I'implémentation de ’EMest trés important.

L’algorithme est sensible aux conditions initiales.

On ne tient pas compte des connaissances a priori qu’on peut avoir sur la matrice de mélange
et sur les divers parameétres intervenant dans le probleme de séparation.

Par rapport 4 ces travaux, nous avons essayé d’apporter les éléments suivants :

introduire des a priori sur les variances afin d’éliminer la dégénérescence mentionnée plus
haut.

introduire un a priori sur A afin d’exprimer d’éventuelles connaissances sur les coefficients
du mélange.

donner une structure markovienne aux étiquettes du mélange (régulariser la classification des
sources).

proposer des algorithmes de séparation moins optimaux mais plus rapides.

I11.2 Méthodologie bayésienne

II1.2.1 DISTRIBUTION a posterior:

Dans ce chapitre, le probléeme d’inférence est Z := (x1.7 A I — A). Autrement dit, notre
objectif est I'inférence sur la matrice de mélange A connaissant les données x1 1 observées et
toute I'information a priori I qu’on posséde sur le probleme. L’information a priori I indique par
exemple que les données 1 7 sont liées & la matrice A par le modele I11.1 ainsi que les formes des
lois choisies pour tous les variables qui vont intervenir dans le probléme d’inférence.

La distribution a posteriori de la matrice A (degré d’incertitude de la proposition Z) s’écrit,
selon la regle de Bayes,

p(A|zi.7,I) xp(zi.7| A I)p(A|I)
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ou p(A | I) est la distribution a priori de la matrice de mélange. p(x1. 7 | A, I) est la vraisemblance
de A. Selon le modele de mélange II1.1, la vraisemblance peut se mettre sous une forme marginale
qui fait apparaitre les lois a priori du bruit €;. 7 et des sources s1 7 :

p@rr| A I) = [p@ir,s1.7|A I)dsiT
= [p@ir]|siT, A Ip(sir| A T)ds;.T

= fP(ml..T | si.7,A,I) p(sir|I) dsir

J ~ J
~”

loi du bruit €1 7 loi des sources 81,7

Le fait d’estimer la matrice de mélange A et non son inverse présente au moins deux avantages :
(i) A n’est pas forcément carrée (n # m), (ii) naturellement, on posséde une information a priori
sur A et non sur son inverse (qui peut ne pas exister!).

On choisit les lois de probabilités appartenant & des familles paramétriques :

bruit ;.7  — pe(-| M)
sources S;.7 — Ps(- ‘ "75)

matrice A — pal. | n,)

Le parametre n = (n.,n,,n,) n’est pas en général connu. La distribution a posteriori de la
matrice de mélange s’écrit (on a omis 'information a priori I pour alléger I'expression) :

p(A|zi.1) O</

" { [/ pl@r = Asir | ndps(sra | n,) dsl..T] pa(A | na)} p(n) dn

(I11.2)
ou p(n) est la loi a priori des parametres des distributions a priori. On doit aussi choisir cette
distribution.

On note que l'expression II1.22 nécessite deux intégrations. Une intégration pour marginaliser
par rapport aux sources et une intégration pour marginaliser par rapport au parameétre 7. Dans la
suite, on modifie le probleme d’inférence en incluant le parametre 1 parmi les parametres d’intérét
a identifier :

IT:=(x1.7 NI —A) ~ T:=(@xi.7ANI— AAnN)

La distribution a posteriori du parametre (A,n) ne contient plus qu’une seule intégration par
rapport aux sources :

p(A,n | Ti1) [/ Pe(x1i.7 — Asi.1 | n)ps(si.r| ns)dsir| pa(A| n,)p(n) (II1.3)
8

1..T

II1.2.2 CHOIX DES LOIS DE PROBABILITE
[A] DISTRIBUTION DES SOURCES

Chaque composante source s/ suit un modele de Markov caché. Ce modele peut étre interprété
comme un processus doublement stochastique :
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1. un processus stochastique continu (s7, s3, ..., sz) a valeurs dans R,

2. un processus stochastique discret caché (27, 2J, ..., 27.) & valeurs dans {1..Kj}.

La suite (2] );=1..7 forme une chaine de Markov homogene de distribution initiale [pl = P(z{ =1 )]l Lk
=1.. ]

et de matrice de transition Py, = [P(zi 1 =F| zf = l)] L Conditionnellement & cette chaine,
] k=1..K;
la source s/ est temporellement blanche :
p(st 14 0) =] o(s]1#) (TT1.4)
t=1

avec une distribution gaussienne p(s |2l =1) = N (mji, 0j1).
Cette modélisation présente plusieurs avantages. Parmi lesquels, on peut citer :

e Elle appartient a une famille paramétrique. Par conséquent, la possibilité d’estimer ses para-
metres la rend flexible et applicable dans les situations réelles. Sa structure cachée, similaire
a la structure cachée du probleme de séparation de sources, facilite I’intégration de 1’identifi-
cation de ses parametres dans les algorithmes de séparation.

e Elle présente une bonne alternative a la modélisation non paramétrique. En effet, en augmen-
tant le nombre d’états K de la chaine de Markov cachée, on peut atteindre n'importe quelle
distribution de probabilité.

e Elle garantit I'identifiabilité (ou facilite son étude) de la matrice de mélange.

e Elle est appliquée avec succeés dans le traitement des signaux de parole. Des modeles de
HMMplus élaborés peuvent étre trouvés dans [?].

La loi a priori de la ™€ source s’écrit alors :

t=T
ps(st o |ml) =Y Pr(z] o n}) [[ p(st|#.m))
Z1.T t=1

ol on a décomposé le paramétre % = (93, n7) avec 173 contenant la probabilité initiale et la matrice
de transition de la chaine 2] ;. et n} contenant les moyennes et variances des gaussiennes.

[B] MODELISATION DE LA MATRICE DE MELANGE

Pour la matrice de mélange, on choisit une distribution gaussienne :

p(Aij) = N(Mij; O'2 ) (III5)

a,tj

Ce choix est motivé par les raisons suivantes :

e On peut interpréter facilement cette loi. C’est comme on connait la valeur M;; du ccefficient
A;; de la matrice de mélange avec une incertitude O'Z’ij.

e La distribution gaussienne est un a priori conjugué de la vraisemblance compléte p(x1. 7, s1.7 | A)
dans le cas d’un bruit gaussien (ce qui va étre supposé dans la suite de ce chapitre). L’a priori
conjugué garantit (par sa définition) que la distribution a posteriori reste dans la méme famille

que la distribution a priori.
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e L’a priori conjugué trouve une justification basée sur la géométrie de 'information. Le cha-
pitre ?7 est entiérement consacré au choix de I'a priori avec les outils de la géométrie de
I'information.

Exemple 3 Dans certaines applications [?], on connait a priori certains éléments de la matrice
de mélange. Au lieu de fizer ces éléments, on peut leur attribuer des distributions gaussiennes avec

des moyennes M;; égales aux valeurs connues et des variances o> i; tres faibles.
)
Cependant, en prenant M;; = 0 et des valeurs trés grandes pour O'Z’Z-j, on s’approche du cas

classique ot on ne posséde pas d’information a priori sur la valeur du cefficient A;j.

[C] DISTRIBUTION a priori DES VARIANCES

On attribue un a priori gamma inverse ZG(a,b) (a > 0 and b > 1) pour les variances du bruit
et des composantes gaussiennes de 1’a priori des sources. On montre dans [?] que cette a priori
est nécessaire pour éliminer la dégénérescence de la vraisemblance quand 'une des variances tend
vers zero (ou 'une des matrices de covariance tend vers une matrice singuliére). Le chapitre 7?7 est
entierement consacré a 1’étude de cette dégénérescence et a la maniere de 1’éliminer.

I111.2.3 CoOUT D’ESTIMATION ET INTERPRETATION DU CRITERE

En prenant la distance d(6*,8) = 1—6g(0), la minimisation du cotit moyen d’estimation donne
le MAP comme estimateur :
6 = arg maxp(0 | z1.7)
6

avec 0 = (A, n).

L’introduction des variables cachées z; 7 rend le probleme doublement caché nécessitant ainsi
deux intégrations dans I’expression de la distribution a posteriori de 0 : une intégration par rapport
a 817 et une intégration (sommation) par rapport a 21 7 :

Z {/P(ml..T,SI..T | z1.7,0) d31..T}P7'(Zl..T)] p(0) (T11.6)

21..T

p(0 | z1.7) o [

D’apres les modeles choisis pour les sources et pour le bruit, on peut intégrer analytiquement
par rapport aux sources connaissant les étiquettes z1 7 :

p(xi.7 | z21.7,0) = /P(CBL.T,SL.T | z1.7,0)dsi.T

T
= H/P(fﬂtast | z¢,0) ds;
t=1 (IT1.7)

T
= H./\f(.'r:t ; Amk, AI‘kA* + Re)
k==z;
t=1
ol my, et I'y, contiennent les moyennes et les variances a priori et k est 1’étiquette vectorielle :

k‘l kl = 1..K1 My 0',%1
k=|: |, : , mp=| » T
ky, k, = 1..K, M, oz
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Le processus zi, 7 peut étre interprété comme un processus de classification. La vraisemblance
IT1.7 de @ connaissant une classification particuliere z; r peut étre ré-écrite en réarrangeant les
termes selon les classes auxquels ils appartiennent et en définissant les ensembles T, = {t | z, = k} :

K
7 1
p(zi.7]| 2z1.1,0) = H |2TIR;|~ % exp —§Tr R! E (¢t — Amy)(zr — Amy)* (II1.8)
k=1 teTh

ou Ty, = |T| est le cardinal de la classe Ty et Ry = ATy, A* + R, la matrice de covariance de x
conditionnellement & la classe k.

Afin de faciliter I'interprétation du critére, on suppose dans ce paragraphe que les moyennes
my, sont nulles. Le logarithme de la vraisemblance IT1.8 normalisé se met, & une constante additive
pres, sous la forme d’une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les matrices de
covariance théoriques R}, et les matrices de covariance empiriques Ry = Z zix} [T,

Tk
logp(z1.1 | 21.7,0)

Lr(0|z1.7) = T

K
1 o1 .
- Yo <§1og|R,;1Rk| — 5T (R Ry ) + %) + cte
k=1

K

= ZakDKL(Rk,IA{k) + cte
k=1

ou les «y, représentent les proportions des classes.

Le logarithme normalisé de la distribution a posteriori de @ connaissant z; 7 est alors une forme
régularisée du critere d’ajustement des matrices de covariance (statistiques d’ordre deux) :

logp(@ | 1.7, 21.7
T

K
) = Zak-DKL(Rk;Rk) + ]ng(e) /T

E =1 _  Terme de régularisation

TV
Ajustement des covariances

Le critére se met sous la forme d’un ajustement de matrices de covariance connaissant la classifi-
cation. La distribution a posteriori p(@ | 1.1) est par conséquent interprétée comme un moyennage
d’ajustements de statistiques d’ordre deux relatifs & toutes les classifications possibles. On peut aussi
changer le probléeme d’inférence en Z := (1.7 AT — A AN A z1.7). Autrement dit, on effectue
conjointement la classification et I'ajustement des statistiques d’ordre deux. Le modéle markovien
sur la chaine z; 7 est une régularisation de I'opération de classification.

ITI1.3 Algorithmes de restauration-maximisation

Les sources (8¢)¢=1.7, n’étant pas directement observées, forment une deuxiéme couche de va-

riables cachées. La premiére couche est formée par les étiquettes (z{ )i=1..7 des mélanges de densités.

Le probléme de séparation de sources contient donc deux op’erations de mélange : (i) un mélange
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de densités qui est une représentation mathématique de la distribution a priori avec des parametres
inconnus 7,, (ii) un mélange réel physique de sources avec une matrice inconnue A.

z — ‘Mélange de densités‘ - 8§ — ‘Mélange de sources‘ - & ==
T T T
ns”? €

Nous avons un probléeme a données incompletes. Les observations @i, 7 sont les données in-
completes. Les sources s1.7 et les étiquettes z1. 7 sont les données manquantes. Les parametres a
estimer sont @ = (A, 1) avec 1 contenant les parametres inconnus des lois de probabilité inter-
venant dans le probleme de séparation. La structure & variables cachées suggere 1'utilisation des
algorithmes de restauration-maximisation dont le principe est le suivant : Partant d’un point initial

(k) . g+

~(0 . .. < 130y s . ~ ’
0( ), la mise & jour, & l'itération k, de 0 s’effectue en deux étapes :

. , . ~(k—1 . N .
1. Restauration : dans cette étape, connaissant la valeur de 0( ), on attribue & toute fonction
f(s,z) des variables manquantes intervenant dans 1’expression du logarithme de la vraisem-
blance compléte une valeur f*.

2. Maximisation : %11 est alors la valeur qui maximise la vraisemblance compléte pénalisée
logp(x,s,z|0) + logp(@).

11 existe plusieurs stratégies de restauration :

1. f* est Pespérance de f(s,z) conditionnellement & la valeur courante 0% =1 estimée A Ditéra-

tion précédente :
rF :/ f(s,2)p(s,z|z, 0% V)dsdz (I11.9)
8,z

C’est exactement le principe de ’algorithme EM[?]. La propriété fondamentale de cet al-
gorithme est qu’il assure la croissance monotone de la distribution a posteriori incomplete.
Toute valeur 8 feasant croitre I’espérance du logarithme de la distribution a posteriori com-
plete, fait aussi croitre le logarithme de la distribution a posteriori incomplete. En plus, un
point critique de la distribution a posteriori incompléte est un point fixe de la transformation
associée a l'algorithme EM. Plus de détails sur les propriétés de ’algorithme EMsont donnés
dans le chapitre II ou [?].

2. Les variables cachées sont remplacées par leur maximum a posteriori. La distribution a pos-
teriori est construite connaissant le parametre 0% =1 et les données x1. 7. D’aprés les modé-
lisations choisies dans la section précédente, la distribution a posteriori des sources est une
gaussienne dont on sait calculer analytiquement la moyenne et la covariance. On envisage
alors d’estimer d’abord les étiquettes z1. 1 (la classification) et puis, comme dans Palgorithme
EM, remplacer toute fonction de s par son espérance a posteriori.

3. On suit le méme schéma, que la stratégie précédente mais, au lieu de résumer la distribution a
posteriori des étiquettes par son maximum, on I’échantillonne. Cet algorithme est une version
hybride de ’algorithme EMet de I’algorithme SEM (Stochastic EM[?]). En effet, c’est un
algorithme EM (vis-a-vis des sources s1.r) et un algorithme SEM (vis-a-vis des étiquettes
zi.7)-
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Dans la suite, nous allons détailler ces trois stratégies.

I11.3.1 ALGORITHME EMEXACT

La fonctionnelle Q(0 | %) = E [logp(z, s,2|0) + logp(0) |z, Ok], calculée dans la premiere
étape de l'algorithme EM, est séparable en trois fonctionnelles Q,, Q,,g et Q.

Q= Q4+ Qn, + Q-

— La premiére fonctionnelle @, dépend de A et R..

— La deuxiéme fonctionnelle Q,,g dépend de n, = (Mik, Otk )i=1..n k=1..K, : MOyennes et variances
des mélanges de densités.

— La troisieme fonctionnelle 9, dépend de 1, = (pi, P)i=1..n : probabilités initiales et matrices
de transitions des chaines de Markov.

Maximisation de @, : La fonctionnelle & maximiser & chaque itération est :

Q(A,R0°) = —ZLlog2nR| - LTr (R (Ryy — ARy — RI, A" + AR, AY))
(II1.10)
+ logp(A) + log p(R:)
ou (x) désigne le transposé d’une matrice.
En définissant les statistiques suivantes :
Ryr = % ZtT:1 T L]
Ry = =Y 1, Elsi|z1.7, 0%} (ITL.11)
Ry, = 1 21, Elsisi|e1.r,0°]
la mise & jour de A et R, devient :
~ -1 ~
Vec(AKk+1)) = [TR;S ® R:! + diag(Vec(T'))| Vec(TR'R,s+T ® M)
(II1.12)

R£k+1) = Racac - A(k+1)st - Rms(A(k+1))* + A(k+1)R88(A(k+1))*

ou ® est le produit de Kronecker [?], ® est le produit terme & terme de deux matrices, Vec(.) est
la présentation vectorielle d’une matrice et T' est la matrice (1/07 ;).

On doit alors calculer les espérances conditionnelles E[s;|x;. 1,8°] et E[s;s}|z1.7,0°]. En gé-
néral,

E[f(s)|x1.1,6°1 =Y E[f(s1)|21.1,0° 2 = 4] p(2 = i|ay.7,6°) (II1.13)

Le vecteur % = [iy, ..., | appartient & 21 X 23 X ... 2, avec Z; = {1..K;}. K; est le nombre de
gaussiennes de la distribution de la *™¢ source. On a donc K = [, K éléments dans la somme
IT1.13.

Connaissant la variable z; = 2, les espérances a posteriori sont facilement obtenues :
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E[St|$t, 00, zZt = ’l,] = [A*RC_IA + I‘;l]_l[A*Re_lwt + I‘;lmz] = My
(I11.14)
E[s;s}|z:,0% 2z = 4] = [A*R;'A+ T~ + My, M,

Cependant, le coiit de calcul des probabilités p(z; = @ | z1.7,0°) en tant que probabilités
marginales de p(z1.r|T1. 7, 0°) est tres élevé. La procédure de Baum-Welsh [?] peut étre étendue
au cas ou les sources ne sont pas directement observées. On définit les variables F;(¢) (Forward) et
les variables B;(z) (Backward) par :

ft(z) = P(Zt = z | 1.t 0)

. I11.15
. p(xii1.7 |2t =1, 0) ( )
By(4)
p(@eir|T1t, 9)
Le calcul de ces variables est réalisé par les formules de récurrrence suivantes :
Fi1(3) = M1p; N am; ar; a*+R.)[Z1]
(I11.16)

Fie(d) = My 32 Fi1(3) Pji Niam,, ar,a-+Rr.)®1]
Br(i) = 1

Bi(4) = Mi11) 0 Biv1(3) PijNam; AR, A+ R.) [Tt+1]

ou M; est une constante de normalisation :

M1 = [Y; piN(am; ar; a1 r)l21]]

1
M = [Zi > Fi-1(d )Pji-/v(Ami,AI‘iA*—f—RE)[wt]]

et
o2 0 0
mg, ! 2
0 o 0
m; = ) FZ =
mi, o2

Les quantités p(z; = i|x;.7,0°) sont alors simplement obtenues par :

p(zi = ilw1.7,0°) = Fi(3) By (3)

L’indépendance spatiale des sources ou plus précisément celle des étiquettes implique :
Pi = H?:l pil = Pi X Diy - - - Diy,

Py =111 Py,
ou p; est la probabilité initiale de la chaine de Markov de la source [ et P! est sa matrice de
transition.
La complexité de la procédure Forward-Backward est de 'ordre de K2 T avec K = [ K le
nombre des étiquettes vectorielles. Si on choisit le méme nombre K; = k de gaussiennes pour toutes
les sources, la complexité k2*" T' croit exponentiellement avec le nombre de sources.
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Maximisation de Q,,g : Afin d’établir la connection avec ’estimation des parameétres d’un modele
de Markov caché quand les sources sont directement observées et afin d’élucider le cotit de calcul
important de la ré-estimation des hyperparameétres, on commence par établir les formules pour le
cas vectoriel suivi du cas scalaire qui nous intéresse.

Le vecteur 4 désigne 'étiquette vectorielle (i1, %2...i5). Le vecteur my; désigne (mj,, mj,...m;, )*.
T'; désigne la matrice diagonale diag (oz 1,02 ..al-Qn).

La ré-estimation des moyennes vectorielles et des covariances donne :

>, Elst|®:,2:=1,8°] P(z1=i z1..7,0°)
Yioi P(zt=ilz1 1,0°)

m; =
(IT1.17)
S [E(8¢8])—Mym}—m; M};+m;m}] P(zy=i|z1. 7,0°)+2b I
ST P(zi=ilz:. 7,0°)+2 (a—1)

T; =

N - 00
ou My; = E[sy|xy, z¢ = ¢,0"].

La ré-estimation des moyennes scalaires et des variances est obtenue par une marginalisation
spatiale sur les étiquettes vectorielles des expressions II1.17 :

( - Sy Y- [B(stlzy, 20 = 4,60°)) P(2 = ilz1.1,0°)
Ik = ,
Zt 1 Z (2]2(1)=k) P('zt = "’|m1--T700)
<
52 1 Yty ([B(sisf |, 20 = )iy — mix[B(s | @1, 20 = 3)] + mi,) Pz = ilar.x,0°) + 2b
ik = ,
\ Zt 1 Z (i|i()=k) P(z, = 7’|w1--T’00) +2(a—1)

(I11.18)

Dans la deuxiéme expression de (II1.18), on note que la pénalisation de la vraisemblance par un

inverse gamma, n’a pas changé la forme des équations de ré-estimation et qu’il a suffit de rajouter
les termes 2b et 2 (a — 1) respectivement dans le numérateur et dans le dénominateur.

on constate qu’en plus de la marginalisation sur le temps pour calculer les probabilités P(z; =
t|lz1.T, 00), il a fallu effectuer une autre marginalisation au niveau spatial.

Maximisation de an : La ré-estimation des probabilités initiales et des matrices stochastiques
pour le cas vectoriel donne :

p(i) = P(z1 = i|x1.T,0°)

. . T11.19
Zt 9 (zt—l =1 2= .7|w1..T,00) ( )
Sr, P21 = |z 1,0°)

De la méme maniére, les probabilités relatives aux étiquettes scalaires sont obtenues par une
marginalisation spatiale :

P(ij) =

P(i(l) = k) = Z(z’\i(l):k) P(2:1 = i|-’151..T,90)

Y Y giay=ri—s) P(Z-1 =i, z = jlz1.T,6°) (II1.20)

Yo Y li=r) P(zt1 = ilz1.7,6°)
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Les expressions de P(z;_1 = 1, z; = j|1.7,8°) sont obtenues directement & partir des variables
Forward et Backward (III.15) :

P(zi1 =1, 2t = jlz1.7,0°) = F{1(3) P°(4,5) N(Am, AT, A+ + R [®:] B (7) M.

I111.3.2 ALGORITHME VITERBI-EM

Quand le nombre total des étiquettes K = [[;°; K croit, le cotit de calcul des probabilités
marginales P(z; = z'|:1:1__T,00) et des marginalisation spatiales nécessaires pour la ré-estimation
des parametres des sources devient assez important. Afin de réduire ce coiit, on va modifier la
stratégie de restauration. Les étiquettes sont remplacées par leur maximum a posteriori. Ce qui
revient & faire une classification. Ceci est réalisé avec une procédure de relaxation visant 4 rompre la
dépendance temporelle de la chaine de Markov : & I'itération k, zf maximise p(2 | z1..1, 2F.,, Ef;tl),
ce qui donne pour ¢t =1..7":

zF = arg maxT[ztk_l,l]gb(wt |0;, Ak)T[

k—1
I=1.K baiyy]

et

2F = arg max ¢(z1 | 0y, Ak)T[l A1)
=1.K 2

2% = arg max Tp . (| 0,, A¥)
I=1.K -t

ot T est la matrice de transition multidimensionnelle et ¢(z | 8;, A¥) est la distribution marginale
(on intégre par rapport & s) de & conditionnellement & z =1 :

d(x|0;, AF) = /p(a:,s|z:l,01)ds

8
= N(z; Am;, AT\A* + R,)

Ensuite, toutes les espérances intervenant dans 'EMsont simplement remplacées par une seule
espérance conditionnelle :

E[f(s))|er.r,6°) = X Elf(s))|w1.r,0% 2 = i] plz = ilz1.1,6%)
~ E[f(s)|z1.1,60°7%]

111.3.3 ALGORITHME GIBBS-EM

Dans cet algorithme, on simule les variables cachées z; selon leurs distributions a posteriori.
L’avantage de cette procédure est double : réduction du cott de calcul et la possibilité d’éviter les
maxima locaux. Les étiquettes sont simulées avec la procédure de Gibbs : & l'itération k, zf ~
plz| i, 28y Ef;tl), ce qui donne pour t = 1.7 :
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Zy ~ ztflths(mt | 0., Ak)TZt2t+1
et
z1 ¢($1 | aza Ak)T21z2

&~ TZT—12T¢(wT | 0., Ak)

On se contente d’un seul cycle de I’échantillonneur de Gibbs. En effet, le parametre d’intérét 6
varie au cours des itérations de ’algorithme et on n’a pas ainsi besoin d’avoir un échantillon exact
de p(z¢ | 1.1, 0).

Le coit de calcul d’une itération de cette version de 1’algorithme est approximativement le
méme que celui de I'algorithme Viterbi-EM puisqu’a chaque instant ¢ on a besoin de calculer tout
le vecteur [p(z; = 1| ®1.75 Zs2t)];_1 k-
Le but des versions Viterbi et Gibbs de I'algorithme EMest de réduire la partie du cott de

calcul due & la structure temporelle des chaines de Markov discrétes (27 )g;lg La complexité K2 T
(K =T1I,-, Ki) de la procédure Forward-Backward est réduite & K T' (réduction par un facteur K).
Cependant, il existe une autre source qui ralentit 1’algorithme : le nombre de toutes les étiquettes

vectorielles K = |Z; X Z5 X ... Z,|. Son impact apparait & deux niveaux :

— au niveau du calcul des K quantités P(z; = ¢ | 1.7, 0) dans les trois algorithmes EM, Viterbi-
EMet Gibbs-EM, nécessaire pour respectivement calculer les espérances (I11.13), estimer les
variables cachées z1 1 et les simuler selon leur distribution a posteriori.

— au niveau de la marginalisation spatiale dans la ré-estimation des parametres n, et 9, dans
les expressions (III.18) et (III.20).

Nous introduisons dans le paragraphe suivant une procédure de relaxation afin de réduire le
colit dii au nombre exponentiel des étiquettes vectorielles.

I11.3.4 VERSIONS ACCELEREES
[A] ALGORITHME FAST-VITERBI-EM

La distribution a posteriori du vecteur z s’écrit :

p(z|z,0) = /p(z,s|m,0)ds

8

(IT1.21)
x p(z) / p(@|s,0)p(s| z,0) ds

On note, d’aprés la deuxiéme ligne de I’équation plus haut que c’est la distribution p(z | s, 0)
qui donne aux composantes z/ du vecteur z une dépendance spatiale a posteriori ce qui n’était
pas le cas a priori (p(z) = [[p(2?)). Par conséquent, afin d’estimer ou de simuler les étiquettes 27,
on a besoin de manipuler tout le vecteur z. C’est le cas, par exemple, quand on veut calculer les
probabilités marginales des composantes z/ qui nécessite une sommation sur toutes les étiquettes
vectorielles ayant z/ comme j°™¢ composante :
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plz(®) |z, 0)= Y p(z(t)|2(1),9) (IT1.22)

2€2|2(j)=2(t)

Afin de réduire le coiit dii & cette dépendance spatiale, on propose d’introduire une relaxation
sur les composantes du vecteur des sources. L’expression (II1.22) est remplacée par :

qui est obtenue en intégrant seulement par rapport & s;. Les autres composantes s; (I # j) sont
fixées a leurs estimées M AP ou simulées selon leurs distributions a posteriori. Fixer les composantes
5125 évite la structure vectorielle du mélange et réduit ainsi considérablement le coiit de calcul. Au
lieu de calculer, & chaque instant ¢, k" (k = K; = --- = K,) probabilités p(z; |z, 8) dans la
version Viterbi ou Gibbs, nous avons, avec la stratégie de relaxation, seulement n x k probabilités
(p(zj(t) |, 0',3}#))]222 a calculer. En plus, en fixant les composantes s;.;, la distribution a
posteriori de la composante s; est un mélange de K; gaussiennes mono-vari’ees et donc son esti-
mation ou son échantillonnage est plus facile que dans le cas vectoriel ou s suit une distribution a

posteriori mélange de [];' ; K; gaussiennes multivariables.

La version Fast- Viterbi-EM contient donc une relaxation spatiale (en fixant s;»;) en plus de la
relaxation temporelle (en fixant z;4;) :

Algorithme Fast- Viterbi-EM

(1. zj(t)k = arg max T ,l]¢(mt|sl¢j,01,Ak)T
I=1.K; &t

2. sj ~ p(sj|z, 2(t)*,0)

j=1lmn, t=1.T
\
(I11.23)
et

zj(1)F = arg max (@1 | s, 01, ART

k—1
I=1.K; 7]

%(T)" = argmax T yd(@r |sizj, 01, AY)
=1.. ]

ou T est la matrice de transition de la composante j. On note qu’aprés chaque estimation de
I'étiquette z;(t)*, on remet & jour la source s;.

[B] ALGORITHME FAST-GIBBS-EM

Dans cet algorithme, I’étiquette z;(t) est simulée selon sa distribution a posteriori :
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Algorithme Fast-Gibbs-EM
1. zj(t) ~ TZt_lzt(]S(mt|3l;éj7023Ak)T2tZt+1
2. sj ~ p(sj| @, 2; (1), 0)
j=1lum, t=2.T—1

(I11.24)
et

Zj(l) ~ ¢($1|3l7€jaoz;Ak)Tz1z2

Zj (T) ~ ZT_1ZT¢(wT | Sl#£j5 oza Ak)

ol T est la matrice de transition de la composante j.

La complexité du calcul concernant la remise a jour des probabilités discretes est ainsi réduite

n
LK. , .

d’un facteur % Si le nombre des composantes des mélanges est le méme pour toutes les
=111

sources (k = K1 = --- = K;), la complexité est réduite de k™ a4 n x k.

I11.4 Simulations numériques

Afin de montrer les performances des algorithmes proposés, on considere un mélange de deux
sources :
— Source 1 : La distribution a priori est un mélange de 4 gaussiennes
(m, 0?) € {(-3,0.1),(~1,0.1),(1,0.1),(3,0.1)} avec une matrice de transition T} :

0.9 0.05 0.03 0.02
0.8 0.1 0.05 0.05
0.7 0.02 0.08 0.2
05 02 02 0.1

T, =

— Source 2 : La distribution a priori est un mélange de 4 gaussiennes
(m, 0?) € {(-3,0.1),(-1,0.1),(1,0.1),(3,0.1)} avec une matrice de transition T :

0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25

T, =

La premiére colonne de T est dominante. Ce qui signifie que les étiquettes z; ont une grande
probabilité de garder le méme état. Cependant, la matrice T, possede la méme ligne. Ce qui signifie
que le mélange est i.i.d.. La figure IV.5 montre des simulations de ces signaux.

1 0.6

Les deux sources sont mélangées avec la matrice A = ( 05 1

). Un bruit gaussien de

covariance R, = < (1) (1) ) (SNR= 8dB) est ajouté au mélange. Le nombre d’échantillons est
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T = 1000. La figure IV.6 illustre les graphes des sources mélangées (z1(t))i=1..7 et (z2(t))i=1..7-
Afin d’évaluer les performances de I'identification de la matrice de mélange, on utilise I'indice
suivant [?] :

. i1 1 |55 551
ind(§ = A7 A) =3 Ez: Z max; | S|? L 2]: (ZZ: max; |Sy;[2 1)

La figure IV.7 illustre I’évolution, au cours des itérations, des estimées par 1’algorithme EMexact
des ceefficients de la matrice de mélange. La ligne horizontale indique la vraie valeur du ceefficient.
On note la convergence de 1’algorithme vers la bonne valeur apreés 20 itérations. Dans ces simu-
lations, on fixe les valeurs des hyperparametres et on se concentre sur I'estimation de la matrice
de mélange pour pouvoir comparer plus facilement les performances des algorithmes proposées. En
effet, 'estimation des hyperparametres avec ’algorithme EMexact est trés couteuse. Tandis qu’avec
les versions Viterbi/Gibbs, I’estimation des hyperparametres est simple & réaliser et ne ralentit pas
d’une maniére significative la convergence de 1’algorithme (convergence apres 100 itérations au lieu
de 20 itérations comme l'illustre la figure IV.11). La figure (b) de IV.7 illustre la convergence de
I’indice de performance de I’algorithme EMvers une valeur satisfeasante de —31 dB. La figure TV.8
montre les résultats de la reconstruction des sources en tragant sur le méme graphe les sources
originales et les sources reconstruites. On note la bonne qualité de la reconstruction.

Les figures IV.9 et IV.10 montre les résultats de ’algorithme Viterbi-EM sur le méme exemple
de simulation. On note un petit biais concernant ’estimation de la matrice de mélange. On peut
expliquer ce biais par le fait qu’on estime conjointement les variables cachées z; au lieu de les
intégrer hors probleme. L’estimé est donc biaisé par rapport au maximum de vraisemblance. On
note cependant que la consistance et 'efficacité de la méthode du maximum de vraisemblance ne
sont garanties que dans le régime asymptotique. Avec un nombre modéré d’échantillons, on perd ces
propriétés. Par conséquent, une estimation conjointe des variables cachées n’est pas nécessairement
plus mauvaise que la maximisation de la vraisemblance incompléte (voir le biais de 'estimée par
Palgorithme EMsur la figure gauche de IV.7). On note la convergence de I'indice de performance
vers la valeur de —24 dB. Le colt de calcul est réduit d’un facteur de K = 16 par rapport a
I’algorithme EM.

Les figures IV.11 et III.8 illustrent les résultats de 1’algorithme Gibbs-EM. On note les fluc-
tuations dues a l’aspect stochastique de I’algorithme. On peut rajouter une procédure de recuit
simulé qui fait transformer P’algorithme vers 'EMau cours des itérations [?]. L’extension naturelle
de T'algorithme Gibbs-EM est 1’échantillonnage de Gibbs oli on échantillonne aussi le parameétre 0
selon sa distribution a posteriori complete. On obtient ainsi une chaine de Markov (z*,8%). Les
échantillons 8% suivent asymptotiquement la distribution a posteriori p(6 | 1. 7).

Les figures I11.9 et II1.10 illustrent les résultats de I'algorithme Fast- Viterbi-EM. Les figures
ITI.11 et III.12 illustrent les résultats de l’algorithme Fast-Gibbs-EM. On note que les versions
rapides ont presque les mémes performances que les algorithmes Viterbi/Gibbs mais avec une
durée moins importante par itération.

IT1.5 Conclusion

L’estimation des paramétres d’un modele de Markov caché est un probléme & données incom-
pletes. Les données manquantes sont les étiquettes du mélange. En généralisant ce probleme & la
séparation aveugle de sources modélisées par des modeles de Markov cachés, on fait apparaitre une
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deuxiéme couche de variables manquantes formée par les sources. Les algorithmes de restauration-
maximisation représentent un outil efficace et naturel pour l’estimation conjointe de la matrice
de mélange et des parametres des HMM. On propose trois stratégies différentes pour I'étape de
restauration, qui se distinguent par leurs complexités et leurs propriétés de convergence :

— L’algorithme EMexact : la fonctionnelle est séparable en trois quantités qui correspondent &
trois ensembles de parameétres : les parametres de p(z | s, 2), ceux de p(s | z) et ceux de p(z).

— L’algorithme Viterbi-EM : les étiquettes sont remplacées par leur maximum a posteriori
MAP.

— L’algorithme Gibbs-EM : les étiquettes sont échantillonnées selon leur distribution a poste-
0T,
Une relaxation spatiale est proposée afin d’accélérer les algorithmes ci-dessus. Cette modifi-

cation vise & réduire la partie du colit de calcul due a l'aspect vectoriel du mélange qui varie
exponentiellement avec le nombre des sources et le nombre des densités constituants le mélange.

Bibliographie
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CHAPITRE IV

SEPARATION DE SOURCES MULTIVARIEES : NON
STATIONNARITE SPATIALE

IV.1 Introduction
IV.2 Formulation bayésienne
IV.2.1 Distribution a posteriori
IV.2.2  Sélection d’a priori
IV.3 Algorithmes stochastiques
IV.3.1 Approximations stochastiques de 'EM
IV.3.2 Echantillonneur de Gibbs
IV.3.3 Controle de convergence
IV.4 Résultats de simulation
IV.5 Conclusion
IV.5.1 Performances de séparation
IV.5.2  Séparation et ségmentation simultanées
IV.5.3  Aspect algorithmique
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IV.1 Introduction

Les observations sont représentées par m images (X*);—1.,. Chaque image X' est définie sur
un ensemble de sites S correspondants aux pixels de I'image! : X* = (2%),cs. On suppose que les
observations sont le résultat d’un mélange linéaire instantané bruité de n images (sources) (S7);=1.,,
définies sur le méme ensemble de sites S :

n
z, = E aijsh +mn,., r€S,i=1.m
j=1

ott A = (a;;) est la matrice de mélange et N* = (nl),cs est 'image modélisant le bruit additif sur
le i°™€ capteur (voir figure (IV.1)).
A chaque pixel r € S, la notation matricielle est :

r=As+n (IvV.1)

X;L. = aﬂS,} + aiQS?. + ai3SE + N;

Fic. IV.1: Mélange de sources : I'image observée sur le capteur i est une combinaison linéaire
bruitée des images sources. Les ccefficients de la combinaison forment la ¢ ligne de la matrice de
mélange A.

[A] MODELISATION DES SOURCES ET DU BRUIT

Le bruit est supposé statistiquement indépendant des sources, gaussien, de moyenne nulle et
temporellement indépendant de covariance R, :

E[n(r)n(s)*] = 6,—sR.

ol * désigne la transposée d’un vecteur.

e pixel est I'équivalent de P’indice temporel et la notation X est équivalente & la notation =1 7 définie dans le
cas monodimensionnel (voir chapitre (III))
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La matrice R, n’est pas forcément diagonale et on peut ainsi tenir compte d’une éventuelle
corrélation entre les bruits des différents capteurs.

La modélisation des sources par des mélanges de gaussiennes dans le probleme de séparation de
sources a été motivée par les raisons suivantes :

— le mélange de gaussienne donne une classe de distributions tres riche pouvant atteindre toute

distribution de probabilité en jouant sur le nombre de composantes constituant le mélange.

— On peut assurer I'identifiabilité de la matrice de mélange A en garantissant les conditions
du théoréme de Darmois ([??], chapitre (I)). En effet, sous cette modélisation, les sources ne
sont pas gaussiennes.

— On obtient des expressions analytiques explicites lors de 1'implémentation de 1’algorithme
EM.

En plus de ces avantages, la modélisation par des modeles de Markov cachés nous permet de :

— tenir compte d’une structure temporelle,

— mettre 'accent sur la structure cachée de ce modeéle qui fait apparaitre une étape de clas-
sification. En effet, la modélisation des étiquettes par une chaine de Markov (dans le cas
monodimensionnel) est un moyen de régulariser la classification et de la rendre robuste vis-
a-~vis du bruit.

Ce modele est bien approprié en traitement d’images. En effet, les images naturelles sont souvent
homogenes par morceaux. Cette homogénéité locale peut étre modélisée par un champ d’étiquettes
discrétes Z possédant la propriété de Markov. Avant de donner 1’expression d’un champ de Markov,
on rappelle quelques définitions concernant la notion de voisinage [?].

Définition 2 Une collection 0 = {0(r), r € S} de sous-ensembles de S est appelée un systéme de
voisinage, si () r ¢ O(r) et (ii) r € O(t) si et seulement si t € O(r). Les sites r € O(t) sont appelés
les voisins de t. Un sous ensemble C de S est appelé une clique si deuzx éléments distincts de C
sont voisins. L’ensemble des cliques est noté C. On note r ~ t pour r et t voisins.
Exemple 4 On suppose que S est sous-graphe de 7 X 7,
S={(,j) €ZXxZ| —m<i,j5<m}
et le systeme de voisinage est défini par :

9(i,j) ={(k,1) |0 < (k—49)* + (1 —j)* < c}

ot ¢ est une constante qui mesure l’étendu du voisinage. Pour c = 1, chaque site * posséde 4 voisins
o (voisinage d’ordre 1) :

Les cliques correspondants sont :
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Pour ¢ = 2, chaque site x possede 8 voisins o :

o O O
O * O
o O O

Les cliques correspondants sont :

* *

" *
, / ’ \ ’
" *

*

*

0 R B *

X

* * *

Pour un systéme de voisinage 9, on peut définir un champ de Markov :

Définition 3 Un champ aléatoire Pys est un champ de Markov pour le systéme de voisinage 0, si
pour tout Z,

Pr(Zr | Zs\(ry) = Pu(zr | Zo(r)), (Iv.2)

ot la notation Z 4 désigne le champ restreint d l’ensemble A C S.

On note que cette propriété est plus difficile & caractériser que dans le cas unidimensionnel ou
la chaine de Markov est simplement définie par sa probabilité initiale et sa matrice de transition.
La regle séquentielle de Bayes :

Pr(zi.7) = Pr(zr | zr—1) Pr(zr—1 | 2r—2) ... Pr(ze | z1)Pr(z1)

qui permet le calcul de la probabilité conjointe de tout le vecteur z; 7, n’a pas d’équivalent
simple dans le cas 2-D. Cependant, d’aprés le théoréme de Hammersley-Clifford [?], on posséde
une meilleure caractérisation d’'un champ de Markov. En effet, un champ aléatoire s est un
champ de Markov si et seulement si Pp; est un champ de Gibbs dont I’expression est la suivante :

e (XcecUc(2))
>y €xp — (ZCGC UC(Y))

ou C est 'ensemble des cliques correspondant au voisinage 0 et Uz (Z) est la fonction Potentielle
vérifiant la propriété suivante :

Pg(Z) (IV.3)

(Z) U@ =0,

(i) Ua(Z)=Un(Z'"), si Zs = 2,
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Dans ce chapitre, on prend, comme exemple, les champs de Potts :

Pu(Z) = [W(a)] "exp{a ) I,=s,},

re~S

ol r ~ s est défini par le systéme de voisinage choisi, I est la fonction caractéristique et « est un
ceefficient qui reflete la dépendance spatiale du champ de Gibbs. a est appelé parameétre de champ
et il est supposé connu dans la suite. Un champ de Ising est un champ de Potts a deux couleurs.

Chaque source S/ est ainsi modélisée par un champ de Markov caché (HMF) : conditionnelle-
ment & un champ de Markov (IV.2) Z7 (équivalent & un champ de Gibbs (IV.3)), la source §7 est
un champ 4 valeurs continues dont les éléments S7,r € S sont statistiquement indépendants :

p(871 27, n7) = [ pr(s] | 21, m)
resS

ot Y € R? est le parametre des lois conditionnelles p,(. | zr). Dans la suite, on suppose que
Pr(- | 2r) est une gaussienne. Dans ce cas, si K; est le nombre d’étiquettes de la jéme source, le
parametre 7/ = (k> UJZ-k) k=1..x forme les K; moyennes et variances de ces gaussiennes.

On note que chaque source posseéde sa propre classification Z avec son propre parametre de
champ « reflétant ’homogénéité de cette classification et ses propres moyennes et variances (jix, 0,%)
correspondant aux gaussiennes conditionnelles. Les sources se distinguent ainsi statistiquement les
unes des autres :

e soit par leurs classifications,

e soit par leurs moyennes et variances,

e soit par les deux simultanément.

[B] OBJECTIF

Connaissant les observations X*(i = 1..m), on se propose de reconstruire et de ségmenter les
sources S7(j = 1..n). Nous avons ainsi un probléme inverse & deux niveaux :

1. la reconstruction des sources & partir des observations ne connaissant pas la matrice de mé-
lange est le probléme de séparation de sources et

2. la classification des sources (estimation des étiquettes Z7(j = 1..n)) ne connaissant pas les
parametres 7)) est un probléme de ségmentation non supervisée.

La figure (IV.2) illustre ces deux opérations qui ont en commun aspect de séparation. En
effet, la reconstruction des sources est une séparation le long de la dimension des capteurs et la
ségmentation est une séparation le long de la dimension spatiale. Un traitement optimal ne consiste
pas a effectuer une séparation suivie d’une ségmentation mais plutét & mener simultanément ces
deux opérations. Le formalisme bayésien donne un cadre judicieux & cette séparation conjointe et
les algorithmes MCMC offre un outil efficace pour son implémentation.

[C] PLACEMENT DU TRAVAIL

e Par rapport au chapitre (IIT), ce travail représente une généralisation de la modélisation des
sources par des modeles de Markov cachés au cas 2-D. La propriété de Markov dans le cas
2-D est mieux traduite par une distribution de Gibbs (IV.3). Le traitement conjoint de la
séparation et de la ségmentation est une généralisation a deux sens :
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F1g. IV.2: On distingue deux types de séparation : (i) une séparation transversale le long des
capteurs, (ii) une séparation spatiale le long des pixels
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1. vis-a-vis du probleme de séparation de sources, la ségmentation peut étre considérée
comme une étape intermédiaire facilitant la modélisation des sources et ’exploitation de
la non stationnarité spatiale pour la séparation.

2. vis-a-vis de la ségmentation, ce travail est une extension de la ségmentation non super-
visée au cas plus difficile ou les images a ségmenter ont subi une opération de mélange
bruité et ne sont pas ainsi directement accessibles.

e Dans ce chapitre, on applique le critére de sélection d’a priori développé dans [?]. On donne
les expressions des d-a priori ainsi que les expressions des a posteriori résultants de la matrice
de mélange, de la covariance du bruit et des moyennes et variances des gaussiennes constituant
I'a priori des sources.

e [’échantillonneur de Gibbs présente un outil efficace permettant d’estimer conjointement les
sources et leurs classifications. Une répartition particuliére du vecteur des parametres et une
implémentation paralléle de ’échantillonnage du champ de Gibbs accelerent la convergence
de l'algorithme de séparation.

e Des simulations sur des données synthétiques et réelles illustrent les performances de 1’algo-
rithme proposé.

IV.2 Formulation bayésienne

IV.2.1 DISTRIBUTION a posteriori

L’objectif de départ est I'identification? des parameétres intervenant dans le probléme décrit
plus haut, & savoir la matrice de mélange A, la covariance du bruit R, et les moyennes et variances
(k> O’J2-k) j=1.n,k=1..k des gaussiennes conditionnelles modélisant I’a priori des sources. Le probleme

%]a raison pour laquelle on commence par s’intéresser 3 l'estimation d’un paramétre de dimension finie et fixe est
qu’on espére ainsi garantir la consistance et ’efficacité asymptotique quand le nombre de données augmente a I'infini.
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d’inférence associé est 7 := (X AT — 6) ou X = (X,..., X™) est I’ensemble d’images observées,
I est toute 'information a priori qu’on possede sur le probleme étudié et 8 = (A, R, i, a?k) re-
présente les parameétres a identifier. La distribution a posteriori de 8, contenant toute ’information
qu’on peut extraire des données, s’écrit :

p(0]X) x p(X [0)p(0)

Dans le paragraphe suivant, on discute 1’attribution des lois a priori. Concernant la vraisem-
blance, elle possede la forme suivante :

p(X|0) = ;/Sp(X,S,ZW)dS
(IV.4)
= Z{HN(:BT;A/,Lzr,ARzTA*-I-Re)}PM(Z)

V4 resS

ol N est la distribution gaussienne, x, est le vecteur (m x 1) des observations au pixel r, z, est le
vecteur des étiquettes, p, = [f14;, s finz, )’ €t R, est la matrice diagonale dmg[a%z1 s ey O'%zn]. On
note que l'expression (IV.4) n’a pas une expression explicite en fonction de 8 a cause de la double
intégration par rapport a S et Z. Cependant, on peut bénéficier de I’augmentation naturelle des
données. Les images X sont les données incomplétes et ’ensemble des sources S et des étiquettes
Z représente les données manquantes.

Comme dans le cas mono-dimensionnel, I'expression (IV.4) peut étre interprétée comme une
moyenne d’un critere d’ajustement de matrices de covariance d’un processus non stationnaire. Le
champ d’étiquettes Z est une classification vectorielle des images observées. Sachant cette classi-
fication en régions homogenes, le logarithme de la vraisemblance complétée logp(X | Z,0) est,
a une constante additive pres, une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre les
covariances empiriques et les covariances théoriques de chaque région :

K
logp(X | Z,0 N
% = ZakDKL(Rk,Rk) + cte
k=1
oll o = % est la proportion de la région Sy, appartenant A la classe k. Ry, = Z xxy [|Sk| est la

Sk
covariance empirique et Ry = AR, A* + R, est la covariance théorique de la région k.
La diversité des sources permettant ’identification de la matrice de mélange est assurée par
deux configurations.

1. Les sources ont la méme classification Z = Z' = ... = Z". La classification des observations
est alors égale & Z. Le nombre total des étiquettes K est alors égale au nombre des étiquettes
du champ Z commun & toutes les sources (voir figure (??)). Dans ce cas, la diversité des
sources est assurée par la diversité des moyennes et variances des gaussiennes conditionnelles.

Autrement dit, les sources ont des profils [S (k) = (1, U?k)] 1 K distincts. C’est le principe

de l'exploitation de la non stationnarité dans le cas mono-dimensionnel dans [?], sauf qu’on
suppose que la classification n’est pas connue.

2. Les sources n’ont pas la méme classification. La classification Z des observations est alors
une classification vectorielle Z = [Z!,..., Z"] et le nombre total des étiquettes est égale au
produit des nombres des étiquettes de toutes les classifications : K = H?Zl K;. Le fait d’avoir
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des classifications distinctes assure la diversité des sources. Le profil des moyennes et variances
peut étre le méme pour toutes les sources sans altérer les perfomances de séparation.

! f//@ ! 2/@
= | ==

% | o

(a) (b)

F1a. IV.3: (a)- Méme classification : le nombre des étiquettes des observations est égale au nombre
des étiquettes communes des sources K = K; = Ky = 3, (b)- Classifications différentes : K =
K1 X K2 =6

[aussi 'identifiabilité (passage de puissance ), dégénérescence..]

IV.2.2 SELECTION D’a priori

Le parametre d’intérét est décomposé de la maniére suivante : § = (A, R.,n). A est la matrice
de mélange, R, est la covariance du bruit et 1 contient tous les paramétres de la distribution des
sources :

j— j)
n (7719 k=1.K;

k= kool = ()P
ou I'indice j est le numéro de la source et k est le numéro de la gaussienne dans le mélange modélisant
la distribution de la j*™€ source.
Le choix de la distribution a priori est fait selon un critére développé dans [?]. La construction
de ce critére est inspirée de la théorie de I'information et fait 'objet du chapitre (??). On obtient
une classe particuliere de distributions a priori :

TI(6) o< e 7 P5®eP0) | /Ig(0)]] (IV.5)

ou py est la vraisemblance de @ et py est une distribution de référence appartenant & 1’espace entier
des densités de probabilités P = {p | [p = 1}. 3—2 mesure le compromis entre le degré de confiance
~Ye qu’on posseéde sur la distribution de référence py et le degré d’uniformité v,. g(@) est la matrice
d’information de Fisher et Ds est la d-divergence ? :

_Jp  Ja [P¢°
DJ(”"”‘ﬁ*T_m

Dans la suite, Pappellation é-a priori désigne la distribution (IV.5).

On suppose que la distribution de référence py appartient a la famille paramétrique {py} et elle
est donc représentée par un paramétre de référence 8° = (A% R? n%). La mesure de divergence
entre les points de {pg} et le calcul de la matrice de Fisher sont inextricables & cause de la struc-
ture incompléte de la vraisemblance qui fait intervenir deux intégrations. Par conséquent, nous
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allons approximer Pexpression (IV.5) en travaillant directement sur les vraisemblances complétées
p(X,S5,Z|0).
On commence par le calcul de la matrice d’information de Fisher.

[A] MATRICE D'INFORMATION DE FISHER

La matrice de Fisher g(0) est définie par :
2

9ij(0) = — logp(x1.1,81..7,21.7|0)

@1.7,81.7,21..7 | 0;0;
La factorisation de la distribution jointe p(z1. 7, 81.7,21.7|0) :
p(x1.1,81.7,21.7|0) = p(*T1.7| 1.7, 21.7, 0) P(81.7 | 1.7, 0) P(21..7 | 0)
et celle des espérances :

[J=_FE[] E [] B [

L1..7,81..7»21..T Z1.T  81.T ‘zl..T T1..T ‘81__T,Z1__T

et en tenant compte des indépendances conditionnelles ((x1.7|s1.7,21.7) © (T1.7]|81.7) et
(si.rlz.m) el s{__T | z{__T), on arrive & une structure bloc-diagonale de la matrice d’information
de Fisher :

[ g(A,R,) ... [0]
' g9(n')

[0] e g(n™)

[A].1 Bloc (A, R,)
La matrice d’information de Fisher relative a (A, R,),

82
gij(A’ R)=—-EFE |—logp(xiT]|s1.1,A, R)
0,0,

Sx|s

est tres similaire & la matrice de Fisher de la moyenne et de la covariance d’une gaussienne multi-
variabe. On obtient ’expression suivante :

( E Rss) ® R:! [0]
s1.T

g(Aa R€) =

—1

[0] ~5 %98

ou R, = %Z 887 et @ est le produit de Kronecker.

On note la bloc-diagonalité de g(A, R.). Le terme correspondant & la matrice de mélange A
(quantité d’information sur A) est le rapport signal & bruit. Le volume induit de (A, R,) est alors :

|ER |m/2
9(A,R)|?dAdR, = "

m+n+1

€

dAdR, (IV.6)
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[A].2 Bloc (%)
Chaque bloc g(n’) est 'information de Fisher d’une gaussienne scalaire :

K; )
dn’ = de]
k=1 Yk

1/2

lg(n?)]

(regarder [?] pour plus de détails).

[A].3 J-Divergence (0 =0)

Dans ce chapitre, on fixe la valeur de ¢ & 0. La 0-divergence entre deux parametres @ = (A, R, n)
et 89 = (A°, R, 1°) relativement & la vraisemblance compléte p(z1. 1, 81,7, 21,7 | 0) est :

a°)
D 0= E 1 p(Z1..7,81..7,21..7 |
0(6:6) 2,5,2|60 O8 p(@1..7.81..7,21..7 1 0)

Des développements similaires 4 ceux menés pour le calcul de la matrice de Fisher, en se basant
sur les indépendances conditionnelles, font apparaitre une forme affine de la divergence qui se
met sous la forme d’une somme de la divergence moyennée entre les parametres (A, R.) et de la
divergence entre les parametres des sources 7 :

Dy(0:0°) = E Dy(A,R, : A°, R°) + Dy(n : n°)

sin® |s

o1 Dy désigne la divergence entre les distributions p(x1. 7| A, R, s1.7) et p(x1.7| A%, RY, s1.71)
s
en gardant les sources s;. 7 fixées.
Compte tenu de I'indépendance des sources, la 0-divergence entre n et n° est la somme des
0-divergences entre les parameétres 17 et °’. Dans la suite, on omet Iindice j afin d’alléger les
notations.

La divergence entre n et n° est obtenue comme un cas particulier (n = 1) de celle calculée dans
le cas général d’une gaussienne multivariable [?]. On obtient ainsi un a priorinormal gamma
inverse pour 7 :

K K _ 0 ,0
Oo(n) = IlioiMo(me) = Tlemi N (us 1% 3%) G (vk b g, "7'00) (Iv.7)
avec 0 = awd, a = 3—2, wY est la probabilité marginale de référence de I'étiquette k et G(.) est la

distribution gamma :
G(z | d,B) x ¢! exp [—f z]

La divergence moyennée entre (A, R.) et (A%, RY) s’écrit :

B, Do(A, R, : A R") = } (108 ‘RCRQA‘ +Tr (R, 'R)
s|n° s

+Tr (Re_l(A - AO)S{_EO[RSS](A _ AO)*>> (Iv.8)

En combinant (IV.8) avec (IV.6), on obtient I’expression de la distribution 0-a priori de (A, R,) :
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Ho(A, R 1) =N (A; A% 2R, ' @ Re) Wi (R V5 0, RO ) | BIR,) (IV.9)
ot RY, = E Ry, et W, est la distribution wishart d’une matrice (n x n) :
s|n°

v—(n+1)

Wh(R; v,2) x |R|” 2 exp [—gTr (RE_l)]

La distribution O-prior est normale inverse wishart (a priori conjugué). On note que la
matrice de mélange et la covariance du bruit ne sont pas a priori indépendants. En effet, d’aprés
Pexpression de Iy, la covariance de A est le rapport signal sur bruit éRSs_l ® R.. La précision
résultante aR), ® R_ ! autour de la matrice de référence A® est le produit du degré de confiance
« qu’on possede a priori et le rapport signal sur bruit. On note aussi le terme multiplicatif, dans
I’expression de IIy, qui est une puissance du déterminant de I’espérance a prior: de la matrice de
covariance des sources l|7J [Rss]. Ce terme peut étre injecté dans la distribution a priori p(n) et les

s|n

deux ensembles de parameétres (A, R.) et m sont, par conséquent, a priori indépendants.

IV.3 Algorithmes stochastiques

Dans le chapitre (III), nous avons considéré la méme structure du probléeme dans le cas 1-
D en implémentant ’algorithme EM. Cependant, dans le cas 2-D, on n’a pas I’équivalent de la
procédure de Baum-Welsh et donc la premieére étape (Ezpectation) de 1'algorithme EMn’est pas
implémentable3. On s’oriente alors vers les techniques d’échantillonnage en considérant deux types
d’algorithmes : des algorithmes de type EMet des algorithmes de type MCMC .

IV.3.1 APPROXIMATIONS STOCHASTIQUES DE L’EM
A chaque itération k, on consideére trois étapes :
1. On simule M échantillons Z(™) (M images Z) selon la distribution a posteriori p(Z | X, é(k))
2. On construit la fonctionnelle suivante :
1

90 18"™) = ZEs[log p(X, S, 2™ | 8)] + log p(6) (IV.10)
M

On a donc une somme empirique sur les Z et une intégration exacte par rapport a S.

3. On maximise la fonctionnelle pour remettre & jour le parametre 6 :

gl — arg max Q(0 | 9(k))
(4

On distingue deux cas selon la valeur de M :

1. M — oo : on obtient un algorithme de type MCEM (Monte Carlo EM) qui converge vers
un algorithme EMexact.

3plus précisemment c’est Iintégration par rapport au champ d’étiquettes Z qui n’est pas possible
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2. M < oo : on obtient un algorithme de type RB-EM, étudié dans le chapitre précédent (III).
Seulement des résultats asymptotiques (lorsque le nombre d’échantillons tend vers I'infini)
peuvent étre dérivés dans ce cas. Ces propriétés guarantissent la consistance et la normalité
asymptotiques (avec une variance supérieure a U'inverse de l'information de Fisher).

On constate que dans les deux configurations précédentes, on peut dériver des résultats de
convergence mais seulement asymptotiquement. Dans le cas du MCEM, la limite inifie concerne
le nombre de simulations M. Dans le cas du RB-EM, la limite infinie concerne plutét le nombre
total d’échantillons.

Avec les algorithmes du type EM, le seul estimateur 0 possible & obtenir est 'estimateur MAP
du parametre 0. L’estimation des sources et de leurs étiquettes est alors effectué indépendemment
apres la convergence vers 1’estimée . Ce schéma n’est pas optimal et ne rentre pas dans une
méthodologie bayésienne correcte (voir chapitre (IT)). L’échantillonneur de Gibbs est par contre
bien adapté & ce probléeme & données manquantes et permet ’estimation conjointe des sources et
de leurs classifications.

1V.3.2 ECHANTILLONNEUR DE (GIBBS

On partitionne le vecteur des inconnus entre deux sous-vecteurs : les variables cachées (Z, S)
et le parametre 8. Chaque cycle de I’échantillonnage de Gibbs est composé de deux simulations
conditionnelles :

Echantillonneur de Gibbs

repeat until convergence,

1draw(Z®, §M) ~ p(Z, 8| X, 8" ") (IV.11)

2.drawd™ ~ p(6| X, Z(M),§M)

Sous des conditions faibles, liées principalement & la connectivité du support de la loi jointe,
. . N ~(h . - . . .
lalgorithme (IV.11) produit une chaine de Markov (0( )) ergodique de distribution stationnaire

p(@| X). D’aprés le théoreme (??) du chapitre (II), les sommes empiriques Zle f (é(h) / H

tendent vers les espérances a posteriori E[ (@ |X] quand H tend vers l'infini. Cependant, en
pratique, on ne peut pas considérer une infinité de termes. Apres hg itérations (temps de chauffe),

, . ~(ho+h . . . . .o
on suppose que les échantilllons (0( o )) suivent approximativement la loi a posteriori p(6 | X)) et
on approxime les espérances a posteriori par :

H
E[/0)1X] ~ 7 3 76" (Iv.12)
h=1

Echantillonnage de (Z, S) : D’aprés la régle séquentielle de Bayes,
p(Z,S|X,0) Zp(S|Z,X,0)p(Z‘X,0)

I’échantilonnage exact de la distribution a posteriori jointe est obtenu par un échantillonnage la loi
marginale p(Z | X, @) suivi par un échantillonnage de la distribution conditionnelle p(S'| Z, X, 0).
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1. On simule Z selon sa distribution a posteriori marginale (en intégrant par rapport aux
sources),
p(Z|X,0) o p(X | Z,8) Py (Z) (1V.13)

Dans l'expression (IV.13), on note que le champ Z des étiquettes vectorielles possede a pos-
teriori deux sortes de dépendances induites, d’'une maniére complémentaire, par la vraisem-
blance et 1’a priori.

e Une dépendance le long des pixels est induite par la distribution a priori. En effet, p(Z) =

i1 p(Z7) et donc les étiquettes vectorielles Z ont une structure markovienne dont le
systéme de voisinage est 1'union des systémes de voisinage des champs Z7.

e Une dépendance le long des capteurs est induite par la vraisemblance. En effet, condi-
tionnellement & Z, le champ observé X est indépendant le long des pixels p(X | Z,0) =
[1,cs p(z; | zr,8) mais, & chaque pixel r, ses composantes z*. sont dépendantes le long des
capteurs & cause de 1'opération de mélange,

p(x,|2,0) = N(z,; Ap, , AR, A" + R,)

ol z, est le vecteur des étiquettes sur le site r, p, = 112, nz, )' €t R, est la matrice

diagonale diaglo?, ,...,02, ].

»Ynzy

2. Sachant Z, on simule S selon sa loi a posteriori conditionnelle :

p(S1X,Z,0) = HN(S,« ; mapost yravosty
res

ou les moyennes et les covariances a posteriori sont simples a calculer [?],

Vst — [A*R7TA+ R
(IV.14)
m;zpost — wapost (A*R;la:r + R;rlp‘zr)

Echantillonnage de 6 : Connaissant les observations X, les sources S et les classifications Z
(simulées dans la premiére étape), I’échantillonnage du parametre @ est simple & effectuer (c’est
la raison pour laquelle on a introduit les variables cachées S et Z). La distribution conditionnelle
p(0| X, Z,S) se factorise en deux termes,

p(0|X,Z,S) xp(A,R.| X,S)p(pn,0|S,Z)

conduisant & un découplage entre 1’échantillonnage de (A, R,) et (u, o). En choisissant les 0-a priori

développés dans la section précédente, la distribution a posteriori de 6 posséde la forme suivante :
e wishart inverse pour la covariance du bruit et gamma inverse pour les variances des sources,
e gaussienne pour la matrice de mélange et pour les moyennes des sources.

Les expressions de ces distributions sont développées dans I’annexe 1 86. On note que la forme
wishart inverse des lois des matrices de covariance élimine le risque de dégénérescence mentionné
dans le chapitre précédent (III) et repris en détail dans le chapitre (??). On donne, ci-apres, les
expressions correspondantes aux parametres (A, R.) dans le cas particulier @« = 0 (a priori de
Jeffreys) :
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R~ Wi (vp, 2p), vp = 222 5, = BU(R,, — R,sR;) R,
(IV.15)
P(A|R) ~ N(Ap,Ty), Ay = Ry R}, Ty = 5 R, ® Re

oll on a défini les sommes empiriques R, = ﬁ dorxrxy, Ry = ﬁ Yo, xrsy et Ry = ﬁ Doy SrSy
(les sources S sont générées dans la premiere étape de 'échantillonneur de Gibbs). On note que la
matrice de covariance de la matrice de mélange est proportionnelle & I'inverse du rapport signal a
bruit. Ceci peut expliquer une lenteur de convergence dans les conditions d’un fort rapport signal
sur bruit.

Remarque 8 La distribution a posteriori de Z p(Z | X,0) est un champ de Gibbs avec le méme
voisinage O du champ de Gibbs a priori Pg(Z) (puisque la vraisemblance n’introduit pas de dé-
pendance spatiale). Par conséquent, I’échantillonnage exact de cette loi (dans la premiére étape des
algorithmes stochastiques (?7) ou la premiére étape de l’échantillonneur de Gibbs) n’est pas possible.
On peut alors implémenter un échantillonneur de Gibbs (ou un autre algorithme de type MCMC )
a chaque itération des algorithmes décrits plus haut pour obtenir un échantillon dep(Z | X, 8). Ce-
pendant, cette procédure est trés couteuse puisque ’obtention d’un échantillon exact n’est garantie
qu’asymptotiquement. La solution retenue consiste 4 se contenter d’un seul cycle de l’échantillon-
neur de Gibbs a chaque itération. A l'itération k de chacun des algorithmes proposés plus haut,
l’échantillonnage :

(k1)

Z~p(Z|X,07 )

est remplacé par :
pour tout r € S,
(IV.16)
H(k—1)
Ly r~ p(Zr | ZS\7'X70 )

On va essayer de résumer l'impact de cette modification sur chacun des algorithmes proposés.

1. MCEM : lalgorithme MCEM (Monte Carlo EM) n’est pas affecté par cette limitation. En
effet, la premiére étape de cet algorithme repose la simulation d’une infinité de réalisations
de Z (M — o) et d’approcher la fonctionnelle Q de I’EMpar une moyenne empirique.
Un algorithme MCMC garantit les mémes performances en approzimant la fonctionnelle de
I"EMpar une moyenne empirique sur une chaine de Markov (voir le théoréme (2) du chapitre
(I1)).

2. RB-EM : remplacer ’échantillonnage exact dans la premiére étape de l’algorithme RB-
EMpar un seul cycle (IV.16) de I’échantillonneur de Gibbs modifie ’algorithme. Cependant,
en pratique, cette version modifiée garde de bonnes performances. Ce qui peut se comprendre

intuitivement. En effet, puisque le paramétre 0 ) change d’une itération a l'autre, on n’a pas

. . , . ~(k . .
vraiment besoin d’un échantillonnage ezact de p(Z | X, 0( )). En plus, bien qu’on n’arrive pas
encore & prouver la consistance asymptotique de cette modification, on ne peut pas affirmer
sa sous-optimalité par rapport a la version ecracte.

3. Echantillonneur de Gibbs : théoriquement, cette modification rentre dans le principe de I’échan-
tillonneur de Gibbs. En effet, exécuter un seul cycle (IV.16) revient a repartionner le vecteur
des paramétres. Avant, la partition était en deuz sous-vecteurs : Vi = (Z) et Vo = (S, 80).
Avec une seul cycle (IV.16), la partition est en |S| + 1 sous-vecteurs : V, = (Z,),r € S et
Visi41 = (S,0). Concernant les performances, cette modification risque de ralentir l’algo-
rithme de séparation. En plus, on n’a plus la propriété de dualité [?].
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Remarque 9 Dans le cas d’un voisinage 0 d’ordre 1, I’échantillonnage du champ de Gibbs p(Z | X, 8)
peut étre implémenté en paralléle [?]. L’ensemble des sites S est partionné en deuz sous ensembles
les noirs et les blancs (en échiquier, voir la figure (IV.4)). En fizant les noirs (ou les blancs), les
blancs (ou les noirs) sont indépendants et peuvent étre échantillonnés en paralléle. Le cycle (IV.16)
contient désormais uniquement deuz étapes. L’algorithme de séparation est le suivant.

Echantillonneur parallele de Gibbs

a litération h

1. simule ZJ(\’;) ~p(Zy | Zgz_l),X,G(h_l))
simule Z0) ~p(Zg | Z{, X, 00 D) (IV.17)

simule S ~ p(S | Z(h)’X’g(hfl))

2. simule 8 ~ p(@ | X,8", Zzh)

Les noirs

Les blancs

Fi1c. IV.4: Implémentation parallele en échiquier

I1V.3.3 CONTROLE DE CONVERGENCE

Le controle de convergence d’une chaine de Markov est une question délicate [?]. Beaucoup
d’outils de controle ont été développés dans la litérature des méthodes MCMC . Cependant, aucune
méthode n’est préconisée [?]. En effet, avec ces méthodes, on peut détecter la non convergence de la
chaine de Markov mais on ne peut pas affirmer sa convergence. La validité d’une méthode dépend
fortement du probleéme traité. On se contente, dans la suite, de rappeler quelques outils simples de
controle.

[A] VISUALISATION DE LA CHAINE

C’est la méthode la plus simple qui consiste & tracer la série é(h) en fonction de h. On essaie
de détecter & oeil si la série tend vers un comportement stationnaire. On constate qu’avec cette
méthode on ne peut affirmer objectivement la convergence de la chaine mais on peut détecter un
comportement non stationnaire reflétant la non convergence.
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[B] SOMMES EMPIRIQUES

On peut aussi tracer les sommes empiriques d’une quantité d’intérét f(@) :
1~ 50
Sy = T hz_:l f(e)

en fonction de H. La série des sommes cumulées (Sg)gen doit converger vers Eg[f(6)] quand

H — oo avec g la loi stationnaire de la chaine de Markov (é(h)).

[C] RAO-BLACKWELLISATION

. A . LA h . . ~
Si la chaine d’intérét (0( )) est obtenue & partir d’une autre chaine 9 (comme c’est le cas dans
les échantillonneurs de Gibbs), la quantité E, [ f(O)] peut étre approximée par la somme cumulée
suivante :

H
sp =258 [7(0) n®)]
h=1

qui est une sorte de conditionnement appelée Rao-Blackwellisation par référence au théoréme de
Rao-Blackwell [?].
Dans le cas de I'augmentation de données :

1. simuled™ ~ p(@ | A1)

2. simulen® ~ p(n | 9(h))

on montre dans [?] que 'estimateur S}’ domine Sg.
Dans le cas de la séparation de sources, on peut calculer la somme cumulée Rao-Blackwellisée
de A et de S. En effet, S est un champ gaussien (a posteriori connaissant (X, A, Z)) de moyenne

(myP*"),es (IV.14). La somme Rao-Blackwellisée S}2 s’écrit, & chaque pixel 7,

~(h
SP(r) = %A E [s(r) | X, 2,8

- e
= 4 na [A'RTIA+ RD T (A'R'e, + RDps)
ou les parameétres o — (A, R, Ry, p,) et le champ (z;,),es évoluent & chaque itération h.
Concernant la matrice A, en choisissant I’aprio Iy (voir I'expression (IV.9)), sa distribution a
posteriori est gaussienne ((IV.18) de ’annexe 1 page (86)). Afin d’alléger les notations, on choisit le
cas particulier de @ = 0 (a priori de Jeffreys). La somme cumulée Rao-Blackwellisée de la matrice
de mélange s’écrit,

s = Ly E[A|X,Z2M,8W)]
H _
= % Zh:l Rl'sRssl
Remarque 10 Dans le cas de l’implémentation paralléle (IV.17), la chaine é(h) n’est pas obtenue
par un algorithme d’augmentation de données. En effet, l’échantillonnage de Z n’est pas exact. Par

conséquent, l’estimateur S}}’ ne domine pas forcément Sg. Cependant, S%b constitue un autre outil
de contréle de convergence.
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[D] CUSUM Prot

Pour une statistique scalaire T'(@), on consideére la série suivante :

H H
A ~(h N N _ ~(h
Su=3 [T(O())—u], i=H-h) "t Y T@")
h=ho+1 h=ho+1

ol on commence & partir de hy ("temps de chauffe”) afin d’éliminer le biais initial. On peut estimer

PN . . . s ~(h
grossierement hg en visualisant directement la série {T' (0( ))}

Le graphe CUSUM suggérée par [?] consiste & tracer la série {Sy} en fonction de H et de
connecter les points successifs par des ségments. La vitesse de convergence de la chaine de Markov

{T(é(h))} est liée & la douceur du graphe CUSUM. Plus les variations du graphe sont rapides plus
la chaine converge rapidement et plus les variations sont lentes plus la chaine converge lentement.

IV.4 Résultats de simulation

On commence par illustrer les performances de ’échantillonneur de Gibbs sur des simulations
synthétiques. On génere deux champs 64 x 64 d’étiquettes suivant le modele de Potts :

Py(Z7) = W(ay)] " exp{ay ) L=z} = 2,

TS

ol le voisinage d’un pixel est formé par les 4 pixels les plus proches. La valeur de a; = 2, supposée
connue, implique une structure homogene (voir premiére ligne de la figure (IV.5)). La premiere
source posséde 3 couleurs (3 gaussiennes) tandis que la deuxiéme source posséde deux couleurs
(modele de Ising).

Conditionnellement & Z, les sources & valeurs dans R suivent des lois gaussiennnes de moyennes
w1 = [ -3 0 3 ] et variances o1 = [ 1 0.3 0.5 ] pour la premiere source et o = [ -3 3 ],
o2 = 0.1 2 | pour la deuxiéme source.

0.85 0.44

0.50 0.89 ] Un bruit gaussien de

Les sources sont ensuite mélangées avec la matrice A = [

covariance R, = [ i’ ; ] est ajouté au mélange linéaire (RSB=1 & 3 dB). La figure (IV.5) montre

les étiquettes discretes, les sources originales et les sources mélangées observées sur les détecteurs.

On applique I’échantillonneur de Gibbs décrit dans la section (IV.3.2) pour obtenir la chaine de
Markov (A(h),REh), ug.z),a?-k(h)). La figure (IV.6) illustre les histogrammes représentant approxima-
tivement les distributions marginales concentrées autour de la vraie valeur de la matrice de mélange.
Sur le méme graphe, on note la convergence des moyennes empiriques apres 2000 itérations de 1’al-
gorithme. Les figures (IV.7), (IV.8) et (IV.9) montrent la convergence des moyennes empiriques des
parametres des sources et de la covariance du bruit. On peut noter que la convergence des variances
est plus lente que celle des coefficients de mélange ou des moyennes des sources. Dans la figure
(IV.10), on a montré un échantillon de la distribution a posteriori des sources et des étiquettes. En
les comparant aux valeurs originales, on note le succes de l'algorithme proposé a reconstruire les
sources ainsi que leurs classifications.
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Nous avons testé ’algorithme proposé sur des données réelles en simulant le mélange. La pre-
miere source représente une portion de la terre observée par satellite et la deuxiéme source représente
des nuages. La figure (IV.11)) contient :

— les vraies sources sur la premiére ligne,

— les sources mélangées et bruitées sur la deuxieme ligne,

— les sources reconstruites sur la troisieme ligne,

— les résultats de la ségmentation sur la derniere ligne.

On note la qualité de la séparation des sources. Les résultats de la ségmentation sont presque
les mémes que si on ségmente directement les sources non mélangées.

IV.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré le probléeme de séparation d’images. Le mélange est
linéaire, instantané et bruité. Le point de départ de ce travail est la modélisation des sources par
des champs de Markov cachés. Les avantages de cette modélisation sont multiples.

IV.5.1 PERFORMANCES DE SEPARATION

Concernant les performances de séparation, I'introduction des champs de variables discretes
(Z7)j=1..n, permet :

1. de tenir compte de la corrélation spatiale des sources via la structure markovienne des champs
des étiquettes,

2. d’exploiter la non stationnarité des sources via l'interprétation des champs des étiquettes
comme un processus de classification (une classification commune ou plusieurs classifications
indépendantes).

IV.5.2 SEPARATION ET SEGMENTATION SIMULTANEES

La non connaissance des champs (Z7);=; , (deuxi®me attribut des sources) a introduit une
deuxiéme couche de variables cachées (la premieére est celle des sources recherchées). Par consé-
quent, le probléme d’inférence de départ (Z := (X AT — S)) inclut désormais le probléme de
ségmentation des sources (Z := (X AT — S A Z)). On a donc deux problémes de séparation :

e une séparation spatiale de chaque image, le long des pixels, qui s’appuie sur la diversité des

statistiques d’ordre deux (les moyennes et les variances des gaussiennes sont distinctes),

e une séparation le long des capteurs (séparation de sources) qui s’appuie sur la diversité des

statistiques multivariables d’ordre deux (éventuellement induite par des classifications dis-
tinctes).

La ségmentation peut étre interprétée comme un artifice pour améliorer la séparation des images
(comme on 1’a mentionné plus haut). Réciproquement, ce travail peut étre considéré comme une
généralisation du probleme de la ségmentation au cas plus difficile ol les images & classifier ne sont
pas directement accessibles et ont subi un mélange linéaire bruité.

La formulation bayésienne offre un cadre naturel & la séparation et la ségmentation simulta-
nées des sources. En effet, I'introduction des champs cachés d’étiquettes est interprétée comme
une représentation hiérarchique (voir chapitre (II)) visant & expliquer logiquement le processus de
génération des sources.
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IV.5.3 ASPECT ALGORITHMIQUE

La classification bayésienne des images et l'identification des moyennes et des variances des
gaussiennes conditionnelles constituent un probléme & variables cachées de méme nature que celui
de la séparation de sources. Par conséquent, I’aspect algorithmique d’une séparation et d’une ség-
mentation simulanées n’est pas plus compliqué que celui d’une séparation avec une classification
connue ou une ségmentation directe des sources. A titre d’exemple, I’échantillonneur de Gibbs pa-
rallele (IV.17) peut étre utilisé exclusivement pour la ségmentation d’images (en fixant la matrice
de mélange lors de I’échantillonnage de 6) ou exclusivement pour la séparation d’images (en fixant
la classification Z).

On note que l'algorithme de séparation proposé inclut implicitement le débruitage des images
en estimant aussi la matrice de covariance du bruit.
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Annexe 1 : a posterior: distributions

a posteriori DE (A, R,)
Selon la regle de Bayes, la distribution a posteriori des parameétres (A, R,) s’écrit :

p(AaRel-XaSaZ) X p(XasaZ|AaR6)H0(AaR6)

x p(X|S,A R)IH(A, R,)

La distribution a priori IIy présente les mémes avantages qu’un a priori conjugué. Autrement
dit, la distribution a posteriori appartient & la méme famille que celle de la distribution a priori.
Dans notre cas, c’est la famille normale wishart inverse :

P(A,R.| X,8,Z) = N(A; Ap, Tp)Win (R "5 v, 5p) (IV.18)
dont les parameétres sont mis & jour selon les équations suivantes :

(=K +a, (K=|8|)
Vec(A,) = [Ry1 + R,Y] ' [R, ! Vec(A,) + R, Vec(A)]
r,'=R,'+R,"
R,=K'R;!®R,
\ R.=a 'R\, ®R,
A, = Ry R}
%, = g [FRe+ aRo+ (A0 - A)(KT' Ry} + a7 RS, ™) (40— 4,)7]
Re = chzc - R;cs R;31 st

\

Les statistiques R;s et Rs sont calculées a partir des sources simulées dans la premiere étape
de Iéchantillonneur de Gibbs . RY, est I’espérance a priori de la matrice R :

R’ = E [R,,].
s|n°

a posteriori DE (uy,v = o3)

Des calculs similaires & ceux menés dans le paragraphe précédent conduisent & une forme nor-
male gamma inverse de la loi a posteriori des moyennes et variances :

p(:u’kavk_l |X,S,Z) :N(/j’k’ upavp) g(vlzl ; npa:ﬁp)

dont les parameétres sont mis & jour, a chaque itération, selon les équations suivantes :

( o Nk§+aw2u0
Hp N;crawg
Uk
Vy =
p N,;:a'wg
_ Nyowp
=g
__ awgvo s2 1 Nyaw; ,— 2
Bp="5—+ 5 +ayioae (8~ Ho)
k
,§ — Ere]ffk s(r)
k
2 _ _ a2
\ § = Eresk s(r) Nis



ou Sj est la région de I'image j appartenant & la classe k :

{ Sp={re8|2() =k}
Ni = |Sk|
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Fic. IV.5: (a) Classification Z! de la source 1, (b) Classification Z?2 de la source 2, (c) Source
originale S', (d) Source originale S2, (e) Image observée X!, (f) Image observée X2
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F1G. IV.6: Histogrammes et sommes empiriques des ceefficients de mélange a;;. On note la conver-
gence apres 2000 itérations.
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F1G. IV.7: (a)- Convergence des sommes empirfigues des moyennes m;; de la source 1 (b)- Histo-
grammes des moyennes de la source 1 (c)- Convergence des sommes empiriques des moyennes m;;
de la source 2 (d)-Histogrammes des moyennes de la source 2
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F1G. IV.8: (a)- Convergence des sommes empiriques des variances o;; de la source 1 (b)- Histo-
grammes des variances de la source 1 (c)- Conveggence des sommes empiriques des variances o;; de
la source 2 (d)-Histogrammes des variances de la source 2
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F1G. IV.9: (a)- Convergence de la somme empirique de la chaine des variances du bruit, (b) histo-
grammes des variances du bruit
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(c)

F1G. IV.10: (a)- Estimation de la classification de la source 1, (b)- Estimation de la classification
de la source 2, (¢)- Reconstruction de la source 1, (c)- Reconstruction de la source 2.

93



Fi1G. IV.11: Du haut vers le bas : sources originales, sources mélangées, sources estimées et sources
ségmentées.
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