Problémes inverses

Ali Mohammad-Djafari
Cours du DEA Automatique et Traitement du Signal
Laboratoire des Signaux et Systémes (CNRS-ESE-UPS)

Ecole Supérieure d’Electricité
Plateau de Moulon, 91192 Gif-sur-Yvette Cedex, France.

Version provisoire du: 1€ mai 2001

1. Rapport interne LSS: fichier poly.tex






TABLE DES MATIERES

Table des matiéres

1 Introduction

2 Exemples de problémes inverses

Instrumentation. . . . . . . .. .o Lo L
Tomographie a rayons X . . . . . . . . ... Lo
Imagerie & ondes diffractées: cadre général . . . . . . . .. ... ... .. ..
Imagerie microondes: cas 2D . . . . . . ... ..o o oL
Imagerie microondes: cas 3D . . . . . ... ..o L o L
Imagerie par courants de FoucAurLT . . . . ... .. ... ... ... ..

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

Imagerie & émission de positons . . . . . . . ... .o oL

Imagerie & résonance magnétique nucléaire RMN . . . .. ... ... .. ..
Imagerie radar a ouverture synthétique: SAR . . . . . .. ... ... ....
2.10 Imagerie en géophysique . . . . . . . . . ..o e
2.11 Imagerie en radio astronomie . . . . . ... ... ... ...

3 Cadre général et unification
3.1 Présentation du cadre général . . . . . . ... ...,
3.2 Exemples classiques de problemes inverses linéaires . . . . . ... ... ...

3.3

4.1
4.2
4.3
4.4

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5
3.2.6
3.2.7
3.2.8

Déconvolution de signaux 1-D . . . . . .. ... 0oL
Débruitage ou filtrage . . . . . . . ... oL o oL
Restauration d’image . . . . . . .. .. ..o oo
Reconstruction d’image en tomographie X . . . . . ... .. ... ..
Radiographie des objets cylindriques . . . . . ... ... ... .. ..
Syntheése d’ouverture en radio astronomie ou imagerie radar . . . . .
Synthése de FOURIER en reconstruction tomographique d’image . . .
Synthése de FOURIER-LAPLACE . . . . . . . . ... ... ... ....

Exemples de problemes inverses non linéaires . . . . .. ... ... ... ..

3.3.1
3.3.2

Imagerie par ondes diffractées . . . . . . . .. .. ..o L.
Tomographie d’'impédance . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ..

Problémes mal-posés

Rappels d’analyse fonctionnelle . . . . . . . ... ... 0 0oL
Définitions . . . . . . . . . . L e e
Exemples de problemes mal-posés . . . . . . . ... ... ... ... ..
Déconvolution : un probleme mal-posé . . . . .. .. ... ... ... ....

4.4.1
4.4.2
4.4.3

Passage dans le domaine de FOURIER . . . . ... ... ... ....
Discrétisation . . . . . . . . ... Lo e
Décomposition spectrale . . . . . . . ... ..o L.

13
14
15
20
23
27
28
35
37
40
42
43

45
46
49
49
50
51
52
54
56
57
59
60
60
62



TABLE DES MATIERES

4.5 Changer la notion de solution . . . . . . . .. ... L oL

Moindres carrés et inversion généralisée

5.1 Définition en dimension infinie . . . . . . . ... ... ... ... ... ..

5.2 Définition en dimension finie . . . . . ... ... ... ... ... ... ..

5.3 Algorithmes d’inversion généralisée . . . . . . . . ... .. ... ... ...

5.4 Décomposition en valeurs singuliéres . . . . . . . ... .. ... ...
5.4.1 Méthodede BIALY . . . . . . . .. . . . . ... ... ...
5.4.2 Méthode de LANDWEBER . . . . . . « « v v v v v v it e e e e
5.4.3 Méthode de VAN-CITTERT . . . . . . . . o v v i vt v tii o
5.4.4 Méthode de KACZMARZ . . . . . . . . . . ... . .. ...

Régularisation
6.1 Définition d’un opérateur de régularisation . . . . . . . .. ... ... ...
6.2 Décomposition tronquée en valeurs singuliéres . . . . . . . ... ...
6.3 Régularisation par méthodes itératives . . . . . . . . . .. ...
6.4 Introduction de contraintes supplémentaires . . . . . . . . ... ... L.
6.5 Régularisation avec a priori de douceur . . . . . ... ...
6.6 Algorithmes de régularisation . . . . . ... ... ... ... L.
6.6.1 Méthode de HUNT (approximation circulante) . . . . .. . ... ...
6.6.2 Méthodes itératives . . . . . . .. .. L Lo L
6.6.3 Méthodes récursives . . . . . . .. ..o Lo s

Classification des méthodes d’inversion

7.1 Méthodes analytiques . . . . . . .. . ... ... o e
7.2 Méthodes de développement en série . . . . . . . .. ... ...
7.3 Meéthodes de décomposition sur une base. . . . . ... .. ... .. .....
7.4 Meéthodes algébriques déterministes . . . . . . .. ... .. ...
7.5 Meéthodes probabilistes . . . . . . . .. .. ... ... ..

Approches probabilistes

8.1 Approche n’utilisant que les moments . . . .. ... ... ... ... ... .

8.2 Estimation au sens du maximum de vraisemblance . . . . ... ... .. ..

8.3 Approche du maximum d’entropie . . ... ... .. ... ... ... ...
8.3.1 Définition de 'entropie . . . . . . . . . .. .. Lo oL
8.3.2 Lois & maximum d’entropie . . . . . ... ... ...
8.3.3 Lois & minimum d’entropie relative . . . . . .. .. ... ... ...
8.3.4 Extension aucascontinu . .. ... ... ... ... ...,
8.3.5 Extension au cas multivariable . . . ... ... ... ... ... ...

8.4 Utilisation pour les problemes inverses . . . . . . ... .. ... .......
8.4.1 Maximum d’entropie classique . . . ... ... ... ... ... .
8.4.2 Maximum d’entropie sur la moyenne . . . . .. .. ... L.

Approche bayésienne

9.1 Imtroduction. . . . . . . . . . . e e

9.2 Cas linéaire gaussien . . . . . . . . ..o o e e e

9.3 Calcul de la loi a posteriori . . . . . . . . . . .. e e
9.3.1 Casgaussien . . . . . . ..o e e e e e
9.3.2 Casgénéral . . . . . .. ... e

79
80
81
83
83
85
85
85
86

87
87
88
89
89
90
91
92
95
97

107
108
112
115
119
121

123
124
127
129
129
130
131
132
134
136
136
136



TABLE DES MATIERES 5

9.4 Choix des fonctions de cotit . . . . . . . ... oL oo 148
9.5 Choixdelaloiapriori. . . . . . . . . . e 149
9.5.1 Maximum d’entropie . . . . . . . . ..o oo 150
9.5.2 Modeles markoviens . . . . ... ... ... e 155

9.6 Quelques exemples de construction a lamain . . . . .. ..o 156
9.7 Estimation des parameétres d’une loi & partir des observations directes . . . 163
9.7.1 Méthode desmoments . . . . . . .. . .. .. ... .. 163
9.7.2 Méthode du maximum de vraisemblance . . . . . . .. ... ... .. 164

9.8 Estimation des hyperparametres . . . . . ... ... ... ... ... .. 167
10 Modélisation markovienne 169
10.1 Introduction et notations . . . . . . . ... ... ... oo, 170
10.1.1 Site, voisinage et cliques . . . . . . . . ... Lo oL 170
10.1.2 Champ aléatoire . . . . . . . . . ... 172
10.1.3 Champ aléatoire markovien . . . . ... ... ... .. ........ 172

10.2 Champs de Gibbs et équivalence Gibbs-Markov . . . . . . . .. ... . ... 173
10.2.1 Energie et Potentiel . . . . . . . ... ... oL, 173
10.2.2 Mesurede Gibbs . . . . . . . . .. ..o oo 173
10.2.3 Equivalence Gibbs-Markov . . . . . . .. .. 173

10.3 Exemples de modeles classiques . . . . . . . . . ... Lo, 174
10.3.1 Auto-modeles . . . . . . . ... e e e e 174
10.3.2 Auto-logistique . . . . . . . ... 174
10.3.3 Modele d’'Tsing . . . . . . . . . .. 174
10.3.4 Multi-Level Logistic Model (MLL) . . . ... ... .......... 175

10.4 Tentative de classification . . . . .. . .. ... o o000 0. 176
10.5 Modeles couplés ou hiérarchiques . . . . . . . .. . ... ..., 179
10.6 Application en segmentation d’image . . . . . . . .. .. ..o oL, 180
10.7 Application en restauration d'image . . . . . .. .. ... o000, 182
10.8 Outils de simulation et d’optimisation . . . . .. .. ... ... ... .. .. 183
10.8.1 Echantillonneur de Gibbs . . . . . . .. ... ... ... ....... 183
10.8.2 Recuit simulé . . . . . . . . . . .. ... 184
10.8.3 Algorithme d’ICM (Iterated Conditional Modes) . . . . .. ... .. 184

10.9 Algorithmes de relaxations déterministes . . . . . . . ... ... ... .... 185
10.9.1 Principede base du GNC . . . . . ... ... ... .. .. 185
10.10Problémes et questions ouverts . . . . . . . . . . .. ... ... 189
11 Choix des hyperparameétres 191
11.1 Position du probleme . . . . . . . . . ..o Lo oo 192
11.2 Choix du coefficient de régularisation . . . . . . . .. ... ..o, 195
11.2.1 Adéquation aux données . . . . . . . . .. ... L. 196
11.2.2 Risque moyen . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e 197
11.2.3 Validation croisée . . . . . . . . . . .. L Lo 198
11.2.4 Validation croisée généralisée . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 199

11.3 Unautreregard . . . . . . . . . . .. ... 200
11.4 Algorithme EM . . . . . . . ... e 203
11.5 Exemples et exercises: . . . . . . . . . ..o e 204



6 TABLE DES MATIERES

12 Etude de cas et exemples d’applications 215
12.1 Déconvolution des signauX . . . . . . . . ot vttt e e e e 216
12.1.1 Un probléme d’instrumentation . . . . . . . . ... ... ... 216
12.1.2 Méthodes naives . . . . . . . . . . . e e 216
12.1.3 Filtre de Wiener pour l'inversion . . . . . .. .. .. ... ... ... 219
12.1.4 Régularisation quadratique pour l'inversion . . . . . .. .. ... .. 221

12.1.5 Régularisation quadratique pour ’estimation de la réponse impul-
sionnelle . . . . . .. L 224
12.1.6 Déconvolution aveugle . . . . . . .. ... ... ... ... 226
12.2 Restauration d’image . . . . . . . . . ... oL Lo 231
12.3 Reconstruction d’image en tomographie X . . . . .. .. . ... ... .. 236
12.4 Reconstruction d’image en tomographie microondes . . . ... ... .. .. 237
12.5 Reconstruction d’image en CND par courant de FoucAurt . . .. ... .. 238
A Algorithmes d’optimisation pour un critére de moindre carrés 241
Al Introduction. . . . . . . . . . . . . e e e e e e 242
A.2 Cas des critéres moindres carrés . . . . . . .. ..l ..o d 243
A.3 Cas des problémes inverses avec un bruit additif . . . .. ... ... .. .. 245
A.4 Comparaison entre les méthodes . . . .. . ... ... .. ... ....... 247

B Algorithme de Gauss-Seidel pour optimisation d’un critére quadratique 249

B.1 Introduction. . . . . . . . . . .. . .. 250
B.2 Le cas d'un critére régularisé . . . .. ... ... o Lo, 252

C Expressions des différentes fonctions potentiels 255
C.1 Potentiels convexes . . . . . . . . ..o e e 256
C.2 Potentiels non convexes . . . . . . . . .. Lo oo 261

D Quelques exemples simples d’inférence bayésienne 265
D.1 Introduction et rappel des notations . . . . . .. ... ... ... ...... 266

E Quelques rappels sur les matrices 275
E.1 Introduction. . . . . .. . . . . . . . . e 275
E.1.1 Définition . . . . . . . . .. 275

E.1.2 Opérations élémentaires . . . . . . . . .. ... ..o 276

E.1.3 Matrices élémentaires . . . . . .. . ... oL 277

E.1.4 Rang d'une matrice . . . ... .. ... ... .. ... ... 277

E.1.5 Matriceinverse . . . . . . . . . .. .. e e e e 278

E.1.6 Déterminant d’'une matrice . . ... ... ... .. ... ... 278

E.1.7 Matrice singuliere . . . . .. ... oL oL o o 278

E.1.8 Trace d’'une matrice . . . . .. .. . ... ... ... .. 278

E.1.9 Vecteurs propres et valeurs propre d’'une matrice . . . . ... .. .. 279

E.1.10 Valeurs singuliéres d’une matrice . . . . . . .. .. ... ... .... 280

E.1.11 Matrices et les opérations linéaires . . . . . . . .. ... ... .. .. 280

E.1.12 Décomposition tronquée en valeurs singulieére . . . . . . ... .. .. 282

E.1.13 Inverse généralisée d’une matrice . . . . . . . . .. ... ... .. .. 283

E.2 Quelques matrices célebres . . . . .. ..o Lo 283
E.3 Matrices blocs. . . . . . . . .o e 293

E.4 Matrices de Toeplitz et de Hankel . . . . . . . .. . ... ... ... .. 295



TABLE DES MATIERES 7

E.4.1 Matrices de Toeplitz . . . . . . . . . . L Lo oo 295
E.4.2 Matricesde Hankel . . . . . . . ... ... o 0oL 296
E.5 Matrices circulantes . . . . ... ..o 297
E.6 Matrices bloc-Toeplitz et bloc-circulantes . . . . .. ... ... ... .. .. 299
E.6.1 Matrices bloc-Toeplitz . . . . . . . . .. ... ... . oL, 299
E.6.2 Matrices bloc-circulantes . . . . . . . ... .. ... ... ... .... 300
E.7 Inversion récursive des matrices . . . . . . . . ... Lo 301
E.8 Résolution des systemes d’équations linéaires . . . . ... ... ... . ... 305
E.8.1 Conditionnement d’un probleme de résolution des systémes linéaires 306
E.8.2 Conditionnement d’un probléme de calcul des valeurs singuliéres
d’une matrice . . . .. L. Lo Lo 308
E.9 Méthodes récursives de résolution des systéemes d’équations linéaires . . . . 309
E.10 Diverses propriétés . . . . . . . . . .. L 313
F Quelques transformations utiles 315
F.1 Transformations 1-D . . . . . . . . .. . .. ... .. ... 316
F.2 Transformations 2-D . . . . . . . . .. . . . . ... ... 318
F.3 Transformationsn-D . . . . ... .. .. Lo 320
F.4 Transformations linéaires dans le cas discret . . . . . ... ... ... .... 321

G Classement bibliographique 327



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Introduction

En sciences expérimentales, rares sont les situations ou I'on peut mesurer directement
une quantité f a laquelle on s’intéresse, pour étudier sa distribution spatiale f(7r) & un
instant donné ou sa variation temporelle f(t) & une position donnée ou encore sa variation
spatio-temporelle f(r,t).

Souvent, cette quantité est mesurée par l'intermédiaire d’un simple capteur (ou d’un
systéme de mesure plus complexe et rarement idéal) qui a pour role de fournir une gran-
deur mesurable g liée & f par une relation simple. Prenons comme exemple la mesure
d’une température par un thermomeétre classique. La grandeur réellement mesurée est une
longueur qui, idéalement, est proportionnelle & la température. Mais, lorsque I'on souhaite
étudier la variation temporelle de cette température les difficultés apparaissent : le capteur
ne reproduit pas fidélement la variation de la température lorsque celle-ci est un peu trop
rapide (limitation de la bande passante du capteur). On essaie ensuite d’étudier le lien
entre la sortie du capteur g(t) et son entrée f(¢) en fournissant un modéle, souvent linéaire
et invariant par translation—modéle de convolution —et donc caractérisé par sa réponse
impulsionnelle h(t) ou sa réponse fréquentielle H(w). Ensuite on analyse ce modeéle pour
prescrire la plage de son utilisation.

L’établissement d’un lien entre la sortie g(¢) et lentrée f(¢) est ce qu’on appelle
modélisation directe. t La détermination de la réponse impulsionnelle ou de la réponse
fréquentielle est le probleme de 1’identification. Etant donné le modele, I’étude de la sortie
pour différentes formes de I’entrée est 1'analyse du probléme directe. Et finalement, étant
donné le modele et la sortie, la détermination de ’entrée est ce qu’on appelle I'inversion
ou encore la résolution du probléme inverse.

Lorsque le modele liant la sortie g(t) et 'entrée f(t) est linéaire et invariant par trans-
lation on a un modéle de convolution :

g(t) = / FEYR(E — 1) dt'.

Etant données 'entrée f(t) et la réponse impulsionnelle h(t), en général, on ne rencontre
pas de probléme particulier pour déterminer la sortie g(¢). Mais, malheureusement, les
problémes réels se formulent ainsi:

1. Ayant mesuré f(t) et g(t), déterminer la réponse impulsionnelle h(t). C’est le probléme
de lidentification de la réponse impulsionnelle.

2. Connaissant h(t) et ayant mesuré g(t), déterminer 'entrée f(t). C’est le probléme
inverse de la déconvolution simple.
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3. Ayant seulement mesuré g(t), déterminer & la fois la réponse impulsionnelle h(t) et
Pentrée f(t). C’est le probléme inverse de la déconvolution aveugle.

Prenons un deuxiéme exemple: I'imagerie tomographique, ol on souhaite étudier la
distribution spatiale de la densité de matiére f(z,y,z) & lintérieur d’un corps. Pour la
mesurer, nous avons besoin d’un intermédiaire: des rayons X par exemple. On illumine
ce corps par ces rayons et on mesure les résultats de son interaction avec ces ondes:
la perte d’énergie des rayons lors de la traversé du corps, c’est-a-dire les radiographies
suivant plusieurs directions p(r,s,$). On essaie ensuite d’étudier le lien entre ces mesures
p(r,s,¢) et Vinconnue f(z,y,z) en fournissant un modéle liant ces quantités. Le probleme
inverse consiste alors & déterminer la fonction f(z,y,z) a partir de ces projections p(r,s,¢).
Lorsqu’on s’intéresse & une section du corps étudié f(x,y,z0) on parle de la reconstruction
tomographique ou de la reconstruction d’image 2D et dans le cas général on parle de la
reconstruction 3D. Dans le cas 2D, une modélisation simple entre f(z,y) et p(r,$) est la
transformée de Radon (TR):

p(rd) = [ f@y)di = [ f@y)é(r —zcosp— ysing) dady

L’objet de ce texte est de fournir un cadre général et compréhensible pour la description
et la résolution de ces problémes.

— Dans le chapitre 2, nous montrons a travers des exemples que les problémes inverses
se trouvent au cceur d’un tres grand nombre de domaines des sciences expérimentales
et plus particulierement des sciences pour I'ingénieur.

— Dans le chapitre 3, nous essayons de fournir un cadre général pour les problémes
inverses et de montrer que les différents exemples d’applications que nous avons
présentés au chapitre précédent sont des cas particulier de ce cadre général.

— Dans le chapitre 4! , nous essayons de définir les notions des problemes bien-posés et
mal-posés et de montrer pourquoi la résolution des problémes inverses est une tache
difficile.

— Dans le chapitre 5, nous introduisons les notions de pseudo-solutions, solutions au
sens des moindres carrés (MC) et solution inverse généralisée (IG). Nous verrons en-
suite que, malheureusement, bien que ces notions permettent, sous certaines condi-
tions, de définir une solution unique pour un probléme inverse mal-posé, elles ne
permettent pas de fournir une solution satisfaisante a ces problémes.

— Le chapitre 6 est consacré a la notion de régularisation et a I’étude des différentes
techniques de régularisation pour la résolution des problémes inverses linéaires.

— Dans le chapitre 7, nous essaierons de classifier les différentes méthodes d’inversion.
Ceci nous permettra d’avoir une vue plus synthétique de ces différentes méthodes et
des liens qui existent entre elles.

— Dans le chapitre 8, nous présentons la résolution des problemes inverses comme un
probléme d’estimation dans un cadre probabiliste. Nous distinguerons ensuite quatre
approches:

1. Approche estimation au sens des moindres carrés ou estimation linéaire en
moyenne quadratique ol seuls les moments d’ordre un et deux sont utilisés,

1. Les contenus des chapitres 4, 5 et 6, restent pour l'instant trés sommaires et sont inspirés du polycopié
du Guy Demoment intitulé ” Déconvolution des signaux”. Ce polycopié est disponible & la bibliothéque de
Supélec.
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ce qui revient implicitement a faire 'hypothése que toutes les variables sont
gaussiennes. Pour illustrer cette approche nous prendrons comme exemple le
filtrage optimal ;

2. Approche estimation au sens du maximum de vraisemblance ol nous verrons
rapidement que cette approche, bien que plus générale, dans le sens ou l’on
peut prendre en compte explicitement la loi des mesures, est peu satisfaisante
pour la résolution des problémes inverses ;

3. Approche maximum d’entropie ou, aprés un rappel sur le principe du maxi-
mum d’entropie et son utilité pour I'attribution d’une loi de probabilité, nous
verrons que cette approche permet de fournir une nouvelle interprétation de la
notion de régularisation et permet de répondre & un certain nombre de questions
concernant le choix des fonctionnelles de régularisation ;

4. Approche estimation bayésienne ol nous verrons comment elle peut fournir un
cadre fédérateur pour la définition d’une solution régularisée englobant tous les
critéres précédents. Nous verrons ensuite que cette approche est plus cohérente,
plus générale, plus simple et plus efficace pour aborder les problemes inverses.

— Le chapitre 9 est entiérement réservé a ’approche bayésienne. Dans ce chapitre, nous
détaillerons cette approche et présenterons un certain nombre de cas particuliers qui
illustreront la généralité et 1'universalité de cette approche.

— Dans le chapitre 11, nous donnons un apercu général de la modélisation markovienne
des signaux et des images. Les modeéles markoviens et particulierement les champs
de Gibbs sont devenus les outils indispensables pour la traduction d’une information
a priori plus élaborée que la douceur ou la positivité en une loi de probabilité. En
effet, la modélisation markovienne permet de construire des modeles qui peuvent
prendre en compte des discontinuités dans un signal ou une image. Cette outil prend
particulierement son importance en traitement d’image ou ’on peut construire les
modeles composites (bords, contours, intensité) pour les images et les utiliser lors de
la segmentation, restauration ou reconstruction d’image.

— Dans le chapitre 12, nous aborderons le probleme de l’estimation des hyperpa-
rameétres, et en particulier, la détermination du parameétre de régularisation. Dans
un premier temps, nous décrirons brievement les méthodes classiques du type:
adéquation aux données, la courbe en L, la validation croisée, et la validation croisée
généralisée. Ensuite, nous présenterons le probleme général de I’estimation des hy-
perparameétres dans le cadre bayésien.

— Dans les chapitres 13, 14 et 15 nous présenterons un certain nombre d’études de
cas comme la déconvolution des signaux, la restauration d’image, la reconstruction
d’images, . ...

Un certain nombre d’annexes sont présentées a la fin du document qui ont pour but soit
de compléter certains détails ou d’apporter des éléments et des outils qui sont nécessaires
lorsqu’un ingénieur veut aborder la résolution de problemes inverses.

Et, finalement, une bibliographie classifiée concluera ce document.
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Chapitre 2

Exemples de problemes inverses

L’objet de ce chapitre est de montrer que les problemes inverses se trouvent au coeur
d’un tres grand nombre de domaines de la science expérimentale et plus particulierement
de la science pour l'ingénieur. Bien entendu, la description de chaque application ne peut
qu’étre tres bréve.
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2.1 Instrumentation

Un capteur ou un appareil de mesure serait idéal si sa sortie g(t) était proportionnelle
a son entrée f(t) pour tout t, c’est-a-dire lorsque

vt g(t) = af(t) +b,

a et b étant deux constantes fixées.
Ceci est rare. Le mieux que I'on puisse demander est que sa sortie soit une fonction
linéaire de son entrée :

g(t) = / F(P)h(t7) dr.

Mieux encore, c’est le cas ou sa réponse h(t,7) ne varie pas en cours du temps, ce qui veut
dire h(t,7) = h(t — 7). On a ainsi

g(t) = / F(O)h(t — 1) dr.

11 s’agit d’une équation de convolution. La fonction h(t) est appelée la réponse impulsion-
nelle. Lorsque le systéme est causal, i.e; h(t) = 0,Vt < 0, on a

t
o) = [ 1= dr.
Un capteur serait parfait si
M) ~adt) — ()= o0

Lorsque ceci n’est pas le cas, les ingénieurs ont I’habitude de travailler avec la réponse
indicielle du capteur:

s(t) :/Oth(t—T)dT

sur laquelle ils mesurent, le temps de montée, le dépassement, le déphasage, la résolution
mazimale, le critére de Raleigh, etc. Et lorsque ces grandeurs ne sont pas satisfaisantes ils
changent le capteur. Mais cela peut étre coiiteux et méme parfois techniquement impos-
sible.

Que peut-on faire alors? Il y a vingt ans, cette question n’avait pas de réponse pra-
tique. Aujourd’hui, avec les techniques numériques de l'inversion, on peut proposer la
déconvolution. L’idée de base est de placer derriere le capteur un microprocesseur qui,
partant des échantillons de la réponse impulsionnelle h(t) et ceux de la sortie du capteur

~

g(t) fournirais f(¢) qui est beaucoup plus proche de f(t) que g(t), dépassant ainsi le critere
de Raleigh. En effet, f (t) aura une meilleure résolution que g(¢). On peut méme par des
techniques adaptatives compenser les effets d’une dégradation des caractéristiques du cap-
teur en rééstimant un certain nombre de parameétres de sa réponse impulsionnelle au cours
du temps.

Ainsi, au lieu d’exiger du capteur d’avoir un temps de montée de telle valeur, un
dépassement de telle autre valeur, etc., on lui imposerait d’étre linéaire, fidéle, et précis.
Le traitement numérique permettra alors de compenser le manque de résolution ou la

limitation de la bande passante, etc.

Amélioration de la résolution

fidélité Dé luti = "t .
cre +  Déconvolution Dépassement du critére de Raleigh

précision

linéarité {
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2.2 Tomographie a rayons X

Si un objet de matiére homogene est illuminé par des rayons X et qu’un rayon mono—
énergétique de faible largeur traverse cet objet, l'intensité du rayon mesuré a la sortie
s’obtient par

I =Iyexp[—pl]

ou I est l'intensité du rayon a I'entrée, L est la distance parcourue par le rayon, et u est
la constante d’atténuation linéaire de ’objet qui dépend de la densité de matiere et de sa
composition nucléaire.

Considérons maintenant une section transversale d’un objet non homogene perpendi-
culaire & 1'axe oz, et supposons que les rayons traversent cette section. En caractérisant
I'objet par la distribution de sa constante d’atténuation linéaire u, fonction continue des
deux variables d’espace; u(z,y) = f(z,y); on a alors

L op- [ seal

—In (Iio) :/Lf(a:,y) di

ou dl est I’élément de longueur sur le parcours L. Ainsi, si on déplace en paralléle I’émetteur
(source S) et le récepteur (détecteur D) sur une ligne droite faisant un angle ¢ avec ’axe
ox on obtient une projection p(r,¢):

ou bien

prd) = [ fayd

En se référant aux figures 2.2 et 2.2, on voit que cette équation peut aussi s’écrire sous
la forme

A y
Source e,

e Détecteur

projection p(r,¢)

Fi1c. 2.1 — Tomographie a rayons X

p(r,g) = //D f () 8(r — zcos ¢ — ysin ) dz dy
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“y
Source o 7
)
f (.’L‘, 1Y (X
¢ R
T T
e Détecteur
p(r,)

F1G. 2.2 — Notations utilisées pour la définition de la projection p(r,p) d’une fonction

f(zy)

Pour des variables continues r et ¢, p(r,¢) est, par définition, la transformée de Radon
de la fonction f(z,y). J. RADON a montré I'existence et 'unicité de cette transformée et
de son inverse pour des fonctions continues a supports compacts. Ceci peut étre résumé
ainsi:

— Si f(z,y) est continue et & support compact, alors p(r,¢) = R {f(z,y)} est déterminée

d’une facon unique par le résultat de I'intégration sur toutes les lignes droites L 4
dans le plan (z,y) € R%, r € R, ¢ € [0,7].

— La connaissance de p(r,¢) en tout point 7 € R et ¢ € [0,7] permet de déterminer

d’une fagon unique la fonction f(z,y) par:

m oo el
flay) = <_2—71r?) /0 /; (r— m(?(r):((ﬁr’—qs)y sin ¢) drd¢

Objet = | Interaction avec rayons X |=— Projections

Equation intégrale de

la transformation de RADON = p(r:9)

flzy) =

~

p(r,¢) = Méthode d’inversion de la TR| = f(zy)

FiG. 2.3 — Reconstruction d’image en tomographie a rayons X

Voici ici un exemple de probleme inverse pour lequel nous avons directement une
expression analytique pour sa solution et on peut s’imaginer qu’il n’y a plus de probleme.
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En pratique cependant, les mesures sont discrétes. En particulier les projections sont
obtenues pour les valeurs discretes de ¢. Il est alors plus convenable de dire que chaque
projection p(r,¢;) nous fournit un échantillonnage de la TR de la fonction f(z,y). La
multiplication des projections obtenues dans des conditions différentes nous permet de
“remplir” progressivement le domaine de la transformée. Si ce remplissage pouvait étre
dense et uniforme alors l'inversion pourrait étre effectuée par la transformation inverse
pour récupérer 1’objet. Mais la connaissance de tous les échantillons n’est malheureusement
pas possible dans une situation réelle et on ne peut mesurer qu’'un sous-ensemble de ces
échantillons. Nous verrons que c’est 14 que se situe la difficulté de la résolution du probléme.
Pour mieux comprendre les fondements des méthodes de reconstruction d’image il est
utile de noter qu’il existe une relation fondamentale entre la TR et la TF d’une fonction.
Elle se résume ainsi:
Si on note par P(Q,¢) la TF de p(r,¢) par rapport a la variable r:

P(©.9) = [ plrig) exp (] dr

et par F(wg,wy) la TF 2D de f(z,y):

F(wg,wy) = //f(x,y) exp [—jwzz,wyy] dzdy

alors, il est facile de montrer la relation suivante plus connue sous le nom du Théoréme
de projection :

F(wg,wy) = P(Q,¢) pour wy=cos¢ et wy,=sing

Cette relation permet de transformer le probléme de la reconstruction d’image f(z,y)
a partir de ses projections p(r,¢) en un probléme de synthése de FOURIER, qui consiste &
déterminer la fonction f(x,y) & partir d’'une connaissance partielle de sa transformée de
FOURIER F'(wy,wy).

Encore une fois, on peut constater que si I'on pouvait connaitre parfaitement toutes
les projections on pourrait alors remplir le domaine de FOURIER de l'objet (connaitre
F(wg,wy)) et ensuite par une transformation de FOURIER inverse on pourrait déterminer
la fonction f(z,y). Mais, en pratique, ceci est rarement possible et le passage dans le
domaine de FOURIER ne change rien.
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€~2V

p(T,¢)7FT7P(Q,¢

F1G. 2.4 — Théoréme de projection : Relation entre la TF 1-D de la projection p(r,$) et
la TF 2-D de f(x,y)
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fzy) > p(rg)

F(wgwy) = P(,9)

wz = Qcos ¢ ,wy = Qsing
F(wm,w:u) < P(Q7¢)

F(wg,wy) Wy

Wy

F1G. 2.5 — Reconstruction d’image en tomographie X en passant dans le domaine de FOU-
RIER.
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2.3 Imagerie a ondes diffractées: cadre général

D’une maniére générale lorsqu’on cherche & voir 'intérieur d’un objet (sans le couper),
on peut envisager deux procédés:
— soit l'illuminer par une onde (rayons X, ultrasons ou micro ondes) de I'extérieur et
mesurer son interaction avec celle-ci; c’est I'imagerie active;
— soit profiter éventuellement de son propre rayonnement lorsque cela est possible
(infra rouge, radioactivité) et mesurer les effets de ces rayons & l’extérieur de 'objet;
c’est I'imagerie passive.

o °
champ . y .
d’ex01tat10n
Lobj et * objet *
[ ] [ ]
L4 °
® o o ° e o o ©
Imagerie active Imagerie passive

F1ac. 2.6 — Imagerie active et passive.

Dans le cas d’imagerie active que nous considérons ici, on peut envisager trois cas:

— Imagerie par transmission oi1 la ligne de mesure se trouve du c6té opposé du champ
incident ;

— Imagerie par réflexion ou la ligne de mesure se trouve du méme c6té que celle du
champ incident ;

— Imagerie mixte ou les points de mesure se trouvent tout autour de l'objet.

Dans tous les cas, il faut d’abord établir une relation mathématique (modele) entre
ces mesures et une propriété interne de ’objet qui le caractérise, et ensuite inverser cette
relation.

D’une maniere plus générale, dans toute technique d’imagerie, il y a trois problémes
fondamentaux a résoudre:

— un probléme direct, qui consiste & établir un modéle mathématique suffisamment
simple décrivant le mieux possible la relation entre les grandeurs mesurées et les
grandeurs inconnues auxquelles nous nous intéressons;

— un probleme d’instrumentation, qui consiste a construire un systéme d’imagerie:
générer les ondes, concevoir les capteurs et mesurer les résultats des interactions de
I’onde avec 'objet ;

— un probléme inverse, qui consiste & développer des méthodes d’inversion qui, partant
des données mesurées, reconstruisent ces images qui caractérisent ’objet étudié.
Bien entendu, nous voulons que ces résultats soient, & la fois, robustes vis-a-vis de
I'inévitable bruit de mesure et des erreurs d’approximation, de la discrétisation et
de la quantification qui sont nécessaires pour le calcul numérique, et qu’ils aient en
méme temps la plus grande résolution spatiale possible.
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ligne de' mesure ligng de mesure
champ 3 champ 7
1nc ident incident
objet 3 objet

transmission

réflexion

[ ]
champ
1nc1dent ° objet °
[ ]

mixte

Fi1G. 2.7 — Différents modes d’imagerie : par réflexion, par transmission et mode mixte.

Dans la section précédente, nous avons vu comment les rayons X peuvent servir pour
obtenir une carte de distribution de la densité de matiere & I’'intérieur d’un objet. Ici, nous
allons voir qu’il est possible de remplacer les rayons X par d’autres types d’ondes, par
exemple les ultrasons ou les micro ondes. Mais, en général, contrairement aux rayons X
et due au fait que les longueurs d’ondes utilisées sont de I'ordre de dimensions de 1'objet,
Pétablissement d’une relation entre les mesures (champs diffractés) et 'objet devient plus
complexe.

Ici, sans entrer trop dans le détail, nous allons décrire le cadre général qui nous per-
mettra d’identifier les problémes inverses associés.

Lorsqu’un objet f(r) est illuminé par une onde incidente ¢o(r) le champ total ¢(7)
peut étre modélisé par la somme du champ incident ¢q(7) et du champ diffracté ¢,(r) qui
dépend 4 la fois de 'objet et du champ incident :

B(r) = go(r) + /D Golr.r)p(r') F (') dr’

et le champ diffracté a 1'extérieur de l'objet g(u) que 'on mesure est une fonction de
I'objet et du champ total & I'intérieur de ’'objet:

= [ Gt f(r) $ir) ar.
D

Dans ces deux équations G, et Gy, sont des fonctions de GREEN. Notons que la premiére
équation est une équation implicite en ¢ et que la deuxiéme équation est bilinéaire en f
et en ¢.

Le probléme de 'imagerie dans ce contexte est de fournir une estimation de f(r)
a partir d’'un nombre fini de mesures g(r}),i = 1,---,M. Comme on peut constater, la
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relation entre g et f n’est pas linéaire, ce qui nous donne un exemple type d’un probleme
inverse non linéaire.

Le cas de I'approximation de BORN étant la situation de faibles perturbations ou 1’on
peut remplacer ¢(r) par ¢o(r) dans cette derniére équation. Cette approximation permet
d’établir une relation linéaire entre f et g et ainsi transformer le probléme inverse non
linéaire & un probléme inverse linéaire:

9") = [ Gulra”) £(r) do(r) .

Par la suite nous allons décrire les techniques d’imagerie basées sur cette approximation.
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2.4 Imagerie micro ondes: cas 2D

Pour comprendre les principales idées de I'imagerie & ondes diffractées, nous allons
considérer le cas particulier de 'imagerie micro ondes. Nous nous placerons dans le cas
d’un probleme 2D. Pour cela considérer le cas ol un objet cylindrique est illuminé par une
onde plane polarisée rectiligne selon I’axe oz.

A,

<

ISP
(%2]
o
NTL

FiG. 2.8 — Géoméirie de l'imagerie micro ondes.
Si on fait 'hypotheése que 'objet est homogene suivant I'axe oz (% = 0) alors les

champs incident et diffracté n’auront qu’une seule composante et on a les relations sui-
vantes :

ou

J(') = [ (r') — KAIE.(r") et k(r") = /wpoe(r!) — jwpoo(r")
Deux cas peuvent alors étre considérés :
— On s’intéresse 3 la quantité J,,(r') = J(r')/EL(r') qui représente la densité des cou-
rants induits dans 'objet (normalisé par rapport au champ incident) et qui dépend
a la fois de 'objet et du champ incident, mais qui a la propriété
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fe") =[K*(r") — k3] =0 — J(r') = 0.

On a alors
E(r) = / G(r — ) Jo(r') Ei (') dr’

— On s'intéresse & la quantité o(r') = [k?(r') — k2] qui représente directement 1'objet
et on a alors

Br) = / G(r — r')o(r') B, (r') dr’

Mais en se mettant dans le cadre de Papproximation de BORN, c¢’est-a-dire F,(r') ~
E%(r'), alors on a

Br) = / G(r — r')o(r')Ei (') dr’

Dans les deux cas, si on note par ¢(r) = Ed(r), ¢o(r') = Ei(r') et par f(r') soit J,(r')
soit o(r'), alors les deux problémes se confondent 3

#(r) = [ Glr =) £ )go(r") dr
Maintenant, remplacant ’expression de la fonction de GREEN dans le cas 2D :
G(r — ') = 2k Ho(kolr — ')

Regardant de plus pres cette équation on constate qu’il s’agit d’une opération de convo-
lution entre G(r) et le produit f(r')do(r’'). Passant dans le domaine de FOURIER on a

TF{¢} = TF{G} [TF{f}+TF{go}]

ou encore
Hw) = G(w) [[(w) * do(w)]
et ou
A kg 2 2
G(w) = R avec w” = |wl|”.

Supposons maintenant que le champ incident est une onde plane se propageant en direction
de 'axe ox: ¢g = exp [jkor] avec ko = [ko,0,0], on a alors:

bo(w) = 6(w — ko)

et
~ k% ~
W) = 7= 5 flw — ko)

Ainsi, il y a une relation entre la TF spatiale de ’objet et la TF spatiale du champ diffracté.
Mais pour étre plus précis, mettons nous dans le cas 2D ou ’on mesure le champ diffracté
sur une ligne droite perpendiculaire 4 la direction de propagation du champ incident. On
peut alors montrer la relation suivante:

Flws = —ko + /K2 — w2,wy) = $lwy)
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N 7<\ :
0 x
Incident
plane wave X
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Fi1G. 2.9 — Géométrie de la tomographie de diffraction 2D.

En d’autres termes, les valeurs de la TF 1D du champ diffracté mesuré sur une ligne droite
perpendiculaire & la direction de propagation d’une onde plane, sont égales aux valeurs
de la TF 2D de l'objet sur un demi-cercle de rayon ky centré au point k = (kg,0) (voir
figure). videmment, lorsque la direction de propagation fait un angle € avec 1’axe ox, on a
la méme relation, sauf que le demi-cercle aussi sera tourné d’un angle 6.

La mise en évidence de cette relation permet de transformer le probléeme de la recons-
truction d’objet f(z,y) & partir de mesures des champs diffractés ¢(r,0;) en un probléme de
synthése de FOURIER qui consiste en la détermination de f(z,y) & partir d’une connaissance
partielle de sa TF. De plus, on peut faire 'analogie avec le probléme de la reconstruction
d’image en tomographie X. En effet en tomographie X, les projections nous fournissaient
les valeurs de la TF de l'objet sur des lignes droites, alors qu’ici, les champs diffractés
nous fournissent les valeurs de la TF de l'objet sur des demi-cercles dont le rayon est
inversement proportionnel & la longueur d’onde utilisée.
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plane wav
Diffrracted x
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FiG. 2.10 — Synthése de FOURIER en tomographie de diffraction 2D.
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2.5 Imagerie micro ondes: cas 3D

Les mémes raisonnements et les mémes équations peuvent étre obtenues dans le cas de
I'imagerie 3D, si 'onde incidente est plane et si le plan sur lequel les mesures du champ
diffracté sont effectuées, on aura la méme relation dans le cas 3D.

A

Yy Measurement(]

. plane

Incident]
plane Wave
Object
( r s
-
~
X
Z /

F1a. 2.11 — Géométrie de la tomographie de diffraction 3D.

Axg Axg AWy

X2

=X [ f

j Xq / X1 00
Incident object
plane wave

diffracted field

F1a. 2.12 — Synthése de FOURIER en tomographie de diffraction 3D.
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2.6 Imagerie par courants de Foucault

Les techniques de controle non destructif utilisent couramment les courants de Fou-
CAULT pour détecter une anomalie dans un milieu conducteur. L’imagerie par courants de
FOUCAULT est plus récente. Son objectif est, une fois une anomalie détectée, de fournir une
image qui représente la variation de la conductivité a l'intérieur d’un objet conducteur.
Cette image peut alors étre utilisée pour fournir un diagnostic plus précis sur le défaut.

Bien que les fréquences utilisées pour exciter ’objet par cette technique sont de I’ordre
du kHz 3 MHz, on peut encore utiliser le cadre général développé en imagerie micro
ondes pour obtenir des équations liant I’objet aux mesures. Trois différences importantes
cependant existent :

— En tomographie de diffraction, en général, I'objet étudié est dans un milieu homogene
ou se trouvent les capteurs (émetteurs et récepteurs). En imagerie par courants de
FoucAuLT le défaut se trouve a 'intérieur d’un milieu homogene (bloc métallique),
qui est différent du milieu o1 se trouvent les capteurs (air).

— En tomographie de diffraction, en général, on peut négliger ’atténuation des ondes,
alors qu’ en imagerie par courants de FOUCAULT cela n’est pas le cas. En effet, les
ondes se propagent dans un milieu conducteur ou les deux phénomenes de diffu-
sion et de propagation sont d’importance égale (la constante de propagation est un
nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont de méme ordre de
grandeur).

— En tomographie de diffraction, en général, on peut tourner autour de l’objet, ce
qui permet de remplir le domaine de FOURIER de I'objet. En imagerie par courants
de FOUCAULT, en général, il n’est pas possible de tourner autour de I'objet. C’est
pourquoi, ici, on modifie la fréquence temporelle du champ d’excitation pour obtenir
des données complémentaires, ce qui permet dans un sens de remplir partiellement
le domaine de FOURIER de l'objet.

Pour donner une description simple de cette technique considérons le cas 2D de la
figure (2.6).

Supposons que le milieu conducteur est suffisamment épais et que le défaut se trouve
pres de la surface pour ne considérer que deux milieux D; (air) et Dy (métal) avec une inter-
face que nous supposerons plane. Supposons aussi que la région Do est amagnétique. Par-
tant des équations de Helmoltz, on peut obtenir une équation intégrale liant la composante
normale du champ électrique E, ou les composantes tangentielles du champ magnétique
(Hy et Hy) aux sources de courants induites par le défaut. Pour cela, nous noterons:

- EO, }_fo, les champs électrique et magnétique en 1’absence du défaut ;

- Ef, H 7, les champs en présence du défaut ;

- Ffs = EO —Ey, H s = ﬁo —H 1, les différences des champs en I’absence et en présence
du défaut ;

~ k? = w?upeg, la constante de propagation dans la région R ;

~ k2 = w?pgeq + jwpgog =~ jwpgoy, la constante de propagation dans la région Ry ;

— k3 (z,y) = w?uoeo + jwpoo(w,y), la constante de propagation dans la région du
défaut ;

2 1.2
- flzy) = %g(w’y), la fonction du contraste qui caractérise le défaut ;
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Fi1G. 2.13 — Géométrie de l'imagerie par courants de FOUCAULT.

— Jalz,y) = k3f(z,y)E(z,y), les sources de courants équivalentes induites dans le

- Ja,(z,y) = %, une quantité normalisée par rapport au champ incident Fj.

On peut alors montrer que le champ d’anomalie mesuré sur des capteurs placés sur une
ligne droite y = yo paralléle & la surface de 'interface I' s’écrit :

E(z,y0) = / Ja(z'y') Gz — o' yo — y') dz’ dy/

Supposant aussi que le champ incident est une onde plane se propageant dans la direction
perpendiculaire de l'interface I', on peut écrire:

- ) exp[+jkiy] + Rexp[—jkiy] y>0
Eo(z,y) = Eo(y) = { T exp [+jkay] y<0

ou R et T sont des coefficients de réflexion et de transmission.

Par la suite, pour étre bref, remplacant ’expression de Ey(z,y) et I'expression de la
fonction de GREEN dans 1’équation du champ d’anomalie, on peut montrer la relation
suivante :

Ey(uyo0) = ?g eX%E j[;zyo // (@' y)exp [—jluz’ — (ko + B2)y']] da’ Ay,

ou d’une maniere équivalente

6% (B1 + B2) 7 o
2T exp [—jﬂlyo] usY0) [/ flz exp [um — (k2 + B2)y ]] dz’ dy

ou:

E(u,yo) = TF1D {Es(zy0)} = /Es(:c,yo) exp [—juz] dz
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et
%k . 2% _ 2
T = k1+1kz - k_zl’ o= wpo
k? = w?pe, k3 = w?pe + jwpo ~ jwpo, ke = 3(1+ j)

61:\/]?1?_“2, ,BQZWI{:%—UQ

k2_k2 , ) —
Flzy) =" kg(m Y) ~ _a(wg()] o0

Pour mieux interpréter ces équations, notons par

S:k2+,32:k2+\/k§—u2

et par

Flus) = TPL{f (o)} = | f@y)expl—jus - sy) dady.
la transformée de FOURIER-LAPLACE (TFL) de f(z,y). On a alors:

2T exp [—jP1yo] 7
52 B+ B2 flws)

Ainsi, les différentes mesures du champs F(z,yo) & des fréquences temporelles w;
différentes, nous fournit des valeurs de la TFL de 'objet f| (u,s) pour les différentes valeurs
de u et de s. Le probleme devient ainsi celui de la synthése de FOURIER-LAPLACE qui
consiste en la détermination de la fonction f(z,y) & partir d’une connaissance partielle des
valeurs de sa TFL.

Le travail avec la TFL n’étant pas facile, on peut envisager des approximations:

1. Négliger entiérement ’atténuation :
Il s’agit de négliger la partie imaginaire de ky et la partie réelle de s, c’est & dire:

E ( 7y0)

[y

1
= —(143)~-
ko 5( +J) 5

s = k2+,32—k2+\/k2—u2~— 52 ( 1—((5u))

ce qui nous permet d’écrire:

Bufuan) = 55 0I5 (141 )

o f(u,) est la TF2D de f(z,y).
2. Négliger partiellement I’atténuation :

11 s’agit de négliger la partie imaginaire de 8y = \/W’ c’est a dire:
s~ko+Zm(fB) = ko+Zm (\/k% — u2>

(1+j)+7Zm <\/j522 — u2>

l1 + —\/ A+ (Gu)t — () | +55

SRS S e
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ce qui nous permet d’écrire :

Ey(u,y0) = i—f% f(u,v = —% (1 + %\/\/4 + (0u)* — (5u)2)>

~

ou f(u,v) est la TF2D de f(z,y).
On peut résumer ces différentes situations dans le schéma bloc suivant:

31
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Le schéma bloc de différentes approximations du probleme direct
en imagerie par courants de FOUCAULT.

o) = =

=

o(z,y) — /87

4

Yo
!

—J

=~

JQn (xay)
U

(Chemin 1) (Chemin 2) (Chemin 3)

JQn (x,y) JQn (x,y) JQn (x,y)
¥
| expl-y/0] |
Y
JG, (2,y)
¥ ¥ ¥
[ TFL ]

jﬂn (ﬁaa) JG (/8505) JQn (18505)

| exp[-jBw] |
3
E(U,yO)
J
| TF inverse 1-D |
J
E(l‘,yo)

Lors de l'inversion on doit effectuer le trajet inverse. Ceci est résumé dans le schéma,
bloc suivant :
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Le schéma bloc des différentes étapes de I'inversion
en imagerie par courant de FOUCAULT.

E(z,yp)
4

| TFD 1-D |
o
E(uayO)
g
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Ainsi les étapes qui nous permettent de simuler le probléme direct de I'imagerie par
courants de FOUCAULT sont :

— Calculer la source de courant normalisée

.2 E(z,y)
152 By (x,y)f (z,y)

JQn (‘T,y) =

— Suivant les trois chemins:

— calculer la TF de Jq, (z,y) sur des contours algébriques définis par:

u =«
{ v o=—3 [1-|—\/1—(5a)2] ’
— calculer la TF de Jg, (z,y) exp [—%] sur des contours algébriques définis par:

=

{v = [1+%\/\/(5u)f+4—(5u)2] ’

— calculer la TFL de Jq, (x,y) sur sur des contours algébriques définis par:

U =«
{v =—j [k2+\/k%—a2]

— Calculer E(u,()) a partir de I'une des quantités calculées dans 1’étape précédente :
— Calculer E(z,0) et finalement E(z,y0).

F1a. 2.14 — Synthése de FOURIER en imagerie par courants de FOUCAULT.
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2.7 Imagerie a émission de positons

En médecine nucléaire l'objectif de la tomographie d’émission est de déterminer la
distribution d’un isotope radioactif d’une substance existante ou injectée dans le corps en
mesurant le nombre de photons émis par ces substances.

Il existe deux types de tomographie & émission dépendant du type d’isotope utilisé:

N

— Tomographie & émission de positons (TEP): le radioélément est un émetteur de
positons, qui aprés un parcours moyen tres restreint va interagir avec la matiere,
de maniére & émettre deux rayonnements gamma & 180 degrés I'un de I'autre. Le
systeme de détection devra mesurer le nombre de photons qui coincident, c’est a dire
estimer la présence d’un positon par la détection simultanée des deux rayonnement
gamma sur deux détecteurs opposés.

— Tomographie & émission d’un seul photon (SPECT): le radioélément est un émetteur
gamma ordinaire, dit mono photonique, qui émet son rayonnement dans tous les
sens. A la détection, ’ensemble des collimateurs mesurent dans une direction donnée
le rayonnement émis. Ce type d’imagerie est appelé SPECT, de langlais (Single
Photon Emitter Computed Tomographie).

Détectedr

5

Détecteur

TEP SPECT

F1G. 2.15 — Principe de la tomographie d’émission: TEP et SPECT.

Dans la tomographie & émission de positons, le positon éjecté perd une trés grande
partie de son énergie dans une distance de quelques millimetres et forme un rayon gamma
en rencontrant un électron se trouvant sur son chemin. Cette rencontre se produisant
presque au repos, chaque rayon gamma a une énergie de 0.511 MEV et les photons émis
repartent dans des directions opposées sur une ligne droite. Si un ensemble de détecteurs en
anneau est placé autour de I'objet, deux détecteurs se trouvant face a face sur cette ligne,
détecteront simultanément une énergie de 0.511 MEV. Ainsi, la direction des émissions
est connue et les nombres de photons par unité de temps mesurés par chaque détecteur
est une mesure de la concentration totale des substances radioactives le long de la ligne
reliant les deux détecteurs.

Ainsi un modeéle simple reliant la distribution de la densité de la matiére radioactive
f(z,y) aux mesures est :

pirgd) = [ fay)dl

Bien entendu, dans des situations réelles, on ne peut pas négliger ’atténuation et un
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Détecteurs

Détecteurs
o ©
() [ ]

Systéme
de détection

TEP SPECT

Fia. 2.16 — Systéme de mesures en tomographie d’émission: TEP et SPECT.

modele plus approprié est :
p(rd) = [ fey)azy)dl

ot a(z,y) est une fonction dépendant de la densité de la matiére f(z,y). Le probléme est
donc non linéaire. Une maniere de traiter ce probléme est, de supposer dans un premier
temps a(z,y) constant et estimer alors f(z,y), puis déterminer a(z,y) par un filtrage passe—
bas de f(z,y) et recommencer (linéarisations successives).

Une autre différence entre la tomographie & rayons X et la TEP est que dans la
premiere les détecteurs utilisés sont des photomultiplicateurs qui, sous l'action du flux
de photons importants que représente le rayonnement X de la source, fournissent sur un
temps court une réponse intégrée, c’est a dire, un courant. Dans ces conditions, le role
des fluctuations statistiques est faible et le rapport signal a bruit est élevé. Alors qu’en
tomographie d’émission les détecteurs sont des compteurs & scintillation qui fournissent
des impulsions individualisées liées & des flux de photons faibles, dont le taux est soumis
a des fluctuations statistiques importantes.
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2.8 Imagerie a résonance magnétique nucléaire RMN

L’énergie magnétique du moment nucléaire 7 dans un champ magnétique extérieur H
est de la forme:
E=—j.H

A T’équilibre thermique, ’aimantation macroscopique f d’un ensemble de N spins nucléaires
identiques est paralléle au champ extérieur. Si jiest écarté de son orientation d’équilibre (en
le soumettant & une impulsion de radlofrequence) d’un angle 6, son évolution ultérieure
consistera en une précession autour du Hde fréquence wg = ’y|H | ou 7 est le rapport
gyromagnétique et wg est la fréquence de Larmor. Du fait de la relaxation transversale
I'amplitude du signal de précession libre décroit exponentiellement au cours du temps.

Le principe de base de I'imagerie est d’observer le signal de précession libre en présence
d’un gradient statique du champ magnétique, superposé au champ statique homogene
principal. Comme la fréquence de Larmor en chaque point est proportionnelle au champ
en ce point, 'utilisation d’un gradient réalise un codage de la position par la fréquence.

Considérons un échantillon macroscopique entouré d’une bobine de résonance. Apres
une impulsion de § = 7/2 modifiant la direction du champ magnétique d’un angle de /2,
le signal de précession libre que 1’on observe provient de tous les spins de cette espece dans
I’échantillon. L’objectif de 'imagerie RMN est d’obtenir, séparément, la contribution a ce
signal des divers points de ’échantillon.

A la suite d’une impulsion de # = 7/2 & la fréquence w, les aimantations transversales
de chaque point de I’échantillon sont toutes paralléles & une direction ox du référentiel
tournant & la fréquence w. Appliquant, ensuite, un gradient G(t¢) dans le référentiel tour-
nant & la fréquence w, on mesure un signal de précession libre s(t) qui nous fournit des
renseignements sur la distribution spatiale de la densité de spin magnétique dans I'objet.

Le cas idéal le plus simple est celui d’un objet linéaire (la distribution de la densité de
spin dans l'objet variant linéairement le long de 'axe): le gradient étant connu, il suffit
de calculer la transformée de FOURIER du signal de précession libre, dont 'amplitude &
chaque fréquence donne la contribution de chaque point au signal.

Dans le cas plus général d’un objet & deux ou trois dimensions, on peut montrer qu’il
y a un lien entre le signal temporel de précession libre s(t) et la distribution de la densité
de spin magnétique dans 1'objet f(r) qui est donnée par la relation suivante:

//f exp[ /Gt’ rdt']exp[ ]d:(;dydz

Le terme exp [7£] est due & Deffet de la relaxation transversale.
Cette relation peut étre résumée par le schéma suivant :

F1G. 2.17 — Principe de ’imagerie RMN.
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ol S(w) est la transformée de FOURIER temporelle de s(¢) (une distribution de fréquences
temporelles) et F(k) est la transformée de FOURIER spatiale de f(r).
En coordonnées cartésiennes on a:

s(t) = // f(z,y,2) exp [j(kz(t)x + ky(t)y + k. (t)2)] exp [%t] dzdydz

ko (t) = /0 ‘Gt ar, ky() =~ /0 "G ) at, k() =~ /0 ‘Gt ar

et ot Gy(t), Gy(t) et G,(t) sont les composantes du gradient du champ magnétique au
point (z,y,2).

Ainsi, & un instant donné s(t) est proportionnelle & la valeur de la TF spatiale 3D de
f(z,y,2) au point correspondant k = (kg,ky,k;). Ainsi, en changeant les trois composantes
Gz(t), Gy(t) et G,(t) du gradient du champ magnétique on peut remplir le domaine de
FOURIER de l'objet.

Simplifions ces relations pour le cas d’un probleme en 2D et négligeons pour ’instant
le terme exponentiel. On a ainsi

st) = [[ @) expliha() + by ()] dady

Fluw) = | f(o9) expli(us + vy)] dady
5(t) = F(u,w),Yu = kg (t), v =ky(t)

L’organisation des séquences d’observation doit donc étre agencée de fagon a fournir une
carte complete de I'espace réciproque de I'objet étudié. Deux méthodes sont actuellement
d’usage.

Dans la premieére, on applique un gradient de champ constant et on répete ’expérience
en changeant chaque fois son orientation. Le signal complexe de précession libre s(t) a
chaque instant d’échantillonnage ¢ nous fournit donc deux points de 1’espace réciproques
de 'objet dans la direction du gradient. La carte de I’espace de FOURIER de I'objet ainsi
obtenue est de la méme forme que dans la tomographie a rayons X, mais ici la grandeur
mesurée nous fournit directement ces renseignements.

On constate que ces points divergent le long des rayons. L’obtention d’une bonne
densité des points aux grandes valeurs de |k| s’accompagnent d’une densité bien plus
grande aux faibles valeurs de |k|, autrement dit, I’obtention d’une bonne résolution &
courte distance s’accompagne d’une sur-information a grande distance et vis versa.

Cette méthode est actuellement supplantée par une méthode dite de codage de phase
dont le principe est le suivant: Aprés 'impulsion de /2, on applique pendant un temps
t un gradient Gy, sans effectuer d’observation; on annule, ensuite, le gradient Gy et on
applique un gradient G,. On observe alors le signal en fonction du temps ¢, durant un
intervalle du temps 7', suivant cette commutation du gradient. Le signal observé est:

s(t) = // f(x,y) exp [1Gox + Gyy)] dzdy = F(—Gyt, — Gyt).

En modifiant la valeur du gradient Gy on remplit 'espace de FOURIER directement sur
des coordonnées cartésiennes. Cependant a cause de la limitation de la valeur du gradient
Gy, et Pamplitude décroissante de s(t), due a I'effet de la relaxation, le remplissage reste
incomplet.
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Fi1c. 2.18 — Modes de remplissage du domaine de FOURIER en imagerie RMN.
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2.9 Imagerie radar a ouverture synthétique: SAR

L’imagerie radar a focalisation synthétique est basée sur le principe de 'effet DoP-
PLER. On peut montrer que le signal DOPPLER apres détection synchrone et filtrage nous
renseigne sur I'intersection avec une ligne droite de la TF spatiale en 2-D de ’objet illu-
miné par des ondes radar. Par exemple si I'on se place dans la géométrie de la figure (2.9),
en supposant que h est petit, et si on modélise la réflectivité de 1’objet par une fonction
complexe f(z,y) = |f(z,y)| exp [jd(x,y)] et si le signal émis s(¢) est une impulsion modulée
linéairement en fréquence de la forme

s(t) = exp [j(wot + atz] It <T/2,
10 ailleurs

alors le signal recu est de la forme
R
A/ po(@ ( A :’x)) dz’

po(z') = /f(a;' cos O — ' sin 6,2’ sin @ + 4/’ cos 0) dy’

ou

En remplacant cette derniére équation dans 1’équation précédente et en notant 79 = %

le signal recu, apres la détection synchrone et filtrage passe-bas, est de la forme:

bl

2
=3 / po(x') exp [ J—(wo + 2a(t — To)):c'] dz’

Cette équation nous montre que le signal mesuré cy(t) est relié & la TF de la projection

po(z') par *
alt) = 5 P (E(wo + 2t — TO)) .

Yy Yy
trajet
du| vol
f (=) 2
0 .
T
-L
AN

Fi1a. 2.19 — La géométrie de l’imagerie radar.

Ce signal est disponible pour — 2 2(R L) <t<ZT 5 + 2(R+L) , ce qui veut dire que 'on
dispose pour chaque projection de donnees sur la TF spatlale de I'objet dans un intervalle
[kz, ,kz,] donné par
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2 4alL 2 4aL
kzl :E(WO_aT+aT)Skw§kw1 :E(w0+aT_aT)

De plus 'angle 0 est en général limité & || < 0ps. Ainsi ’ensemble des signaux mesurés
nous fournit des renseignements sur F'(ky,k,) sur un anneau comme le montre la figure
2.20 Dans des applications pratiques on a en général woal >> %, ce qui veut dire que
ks, et kg, sont proportionnels respectivement a la fréquence la plus petite et a la fréquence

la plus grande dans le signal émis, et on a

2 2
kg, = E(wo —aT), et kg = E(wo +aT)
Comme on peut le constater sur la figure 2, le remplissage du domaine de FOURIER de
Iobjet est tres incomplet. De plus, les données se trouvent ici aussi sur des contours qui

ne correspondent pas & un maillage cartésien.

F1ac. 2.20 — Remplissage du domaine de FOURIER en imagerie radar.
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2.10 Imagerie en géophysique

L’équation différentielle de la propagation d’une onde dans un milieu non-homogene
peut étre transformée en une équation intégrale (équation de Lippmann-Schwinger) de la
forme:

(rw —k2/f P(r' w)Go(r,r' w)dr'

dans laquelle P; et P sont respectivement le champ total et le champ diffracté, Gy est la
fonction de GREEN, f(r) = n?(r) — 1 avec n(r) = U(CT) et ¢ = £. Du fait que P(r',w) est
fonction des inconnues v(r) ou n(r), on ne peut pas résoudre cette équation directement.
Mais si on se place dans le cadre de ’approximation de BORN, c’est-a-dire un objet peu
diffractant, on peut remplacer P(r',w) par I'onde incidente Py(r',w).

Considérons maintenant le probléme suivant : un objet (supposé en 2-D par simplicité)
est illuminé par une onde plane et on mesure le champ diffracté pour toutes les fréquences
sur une ligne contournant 'objet (figure 1). Dans ce cas, si on suppose que 1'onde plane
reste plane en traversant 1'objet, et si on néglige les diffractions multiples, on a les relations
suivantes :

Py(r'w) = k2S(w) / Py (' w) Gr,r' w) dr

Ak w) / [Py(r,w)VG(r)V Py (rw)G(r)] ndl

ou S(w) est la TF temporelle de la source, Py(r',w) = exp [jko.r'] est Ponde plane inci-
dente, A(k,w) est la composante onde plane du champ diffracté. Et on montre facilement
que 'on a

Ak w) = —k2S( // £y exp [~ (k — ko)r'] dr’

Pour w et k fixes, A(k,w) nous donne ainsi la valeur en un point de la TF spatiale de 'objet
F(k — ko) et en faisant varier w et k on remplit le domaine de FOURIER. Ce remplissage
est cependant incomplet car la source n’a en général que des composantes en fréquences
entre 0 et wmax, et k varie pour a1 < 0 < g (figure 2).

D’autre part, le calcul de A(k,w) nécessite la connaissance de P;(r,w) et de son gradient
VPs(r,w). Mais si on considere le cas ou les récepteurs se trouvent sur une ligne droite
(figure 3) on a

Alkw) =2n.k /Rjsz(a:,w) exp [—jk(zo + z)] dz

et on n’a plus besoin de VP;(r,w) pour le calcul de A(k,w). Ainsi en mesurant le champ
diffracté Ps(r,w) pour z; < z < x5 on calcule A(k,w) pour 0 < w < wmax et k tel que
a1 < 0 < ag et on remplit ainsi le domaine de FOURIER sur des lignes droites.

Figure 1: Imagerie en géophysique.

Figure 2: Remplissage du domaine de FOURIER en géophysique.

A COMPLETER
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2.11 Imagerie en radio astronomie

La synthése d’ouverture en radio-astronomie consiste & reconstruire la distribution de
brillance émise, & une certaine longueur d’onde, par un champ continu de sources célestes.
Pour cela, on dispose d’un ensemble de capteurs, ou antennes (des radio-télescopes ou des
télescopes optiques), permettant d’échantillonner spatialement ce champ et de recueillir
des données. Ce probléme est similaire & ceux rencontrés en traitement spatial (radar ou
sonar).

L’ensemble des intercorrélations inter-capteurs, appelées aussi visibilité complezes, cor-
respondent & des versions dégradées et bruitées de certains coefficients de FOURIER de la
distribution de brillance recherchée (théoréeme de Van Cittert-Zernicke). Les visibilité sont
souvent affectées d’'une sévere distorsion de phase, liée aux conditions météorologiques et
aux turbulences atmosphériques. De plus, la structure lacunaire du réseau ne permet pas
d’accéder & toutes les données de FOURIER. Le probléeme comporte ainsi deux aspects:
un probléme de synthése de FOURIER, et, simultanément, un probléme de calibration de
phase. Il s’agit 1a d’un probléme inverse dont la résolution nécessite des méthodes de
traitement spécifiques.

A COMPLETER
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CHAPITRE 2. EXEMPLES DE PROBLEMES INVERSES
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Chapitre 3

Cadre général et unification

Dans ce chapitre nous essayons de fournir un cadre général aux problémes inverses et
d’établir les principales notions que nous utiliserons par la suite.
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3.1 Présentation du cadre général

Nous avons vu que, dans un grand nombre de problémes réels en science expérimentale,
nous sommes souvent amenés & déterminer une grandeur non observable f(w) & partir d’un
ensemble fini de mesures d’une grandeur observable g(u) reliées par un modéle:

H(g(u),f(r)) =0,

ot H est un opérateur— linéaire ou non— décrivant la relation théorique entre g(u) et f(u).
En général r € D; C R* et w € Dy C Rk’, et k n’est pas forcément égale a k'.

Parfois la description du modéle peut contenir d’autres grandeurs intermédiaires, par
exemple

0 =Ha(f(r)2(r)) ~

out Hi et Ho sont deux opérateurs (souvent H; un opérateur bilinéaire en f et en z et Ho
un opérateur non linéaire), et ot z(r) est une grandeur inconnue qui intervient dans le
modele mais qui n’est pas notre centre d’intérét.

{9(“) = Ha (f(r),z(r))

Parfois ce modeéle peut étre explicite:

et parfois, il est méme possible d’éliminer les variables intermédiaires et d’obtenir une
relation explicite encore plus simple

La description des équations qui lient ces différentes grandeurs est appelée modélisation.
Le modéle H est, en général, caractérisé par un certain nombre de parametres 8. Connais-
sant g(r) et f(r), la détermination de @ est ce que 'on appelle le probleme de l’identifi-
cation ou [’estimation des paramétres du modele.

Connaissant le modele H et Pobjet f(r), le calcul de g(u) est ce que I'on appelle le
probléme direct. Inversement, le calcul de f(r) connaissant H et g(u) est ce que 'on appelle
le probléme inverse.

Autant, la résolution des problémes directs, en général, ne pose pas de difficulté par-
ticuliere, la résolution des autres problémes est souvent plus délicate, car ceux-ci sont
souvent des problémes mal posés. En effet, la résolution de ces problémes présente, entre
autre, la caractéristique structurelle désagréable d’étre trés sensible aux erreurs sur les
données. Or aucun dispositif expérimental n’est completement affranchi d’une incertitude,
dont lorigine la plus simple est la précision finie des mesures. De méme, aucun modele
mathématique ne peut exactement refléter la réalité. Il est donc plus réaliste de considérer
que ’objet recherché et les mesures sont reliés par une équation de la forme

H (g(u),f(T)ab(u)) =0,

ou b(u) représente les erreurs, appelé communément bruit.
Lorsqu’on a un modele explicite et simple, et qu’on peut faire ’hypothése que les
erreurs n’interviennent qu’a la sortie, on obtient :

g9(u) = H(f(r)) o b(w).
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Si de plus on peut supposer que les erreurs sont additives on a:

g(u) = H(f(r)) + b(u),

Lorsque H est un opérateur linéaire cette relation sous sa forme générale s’écrit

/f h(r,u)dr + b(u),

ou h(r,u), le noyau de cette équation intégrale de premiére espece, est appelé la fonction
d’appareil. Alors, dans différents domaines d’applications on peut se trouver devant les
situations suivantes:

— Lorsque les variables r et © sont homogénes et

h(r,u) = h(r —u),

i.e.lorsque le modeéle est invariant par translation on a une équation de convolution:

= /f(r)h('r' —u)dr + b(u).

La fonction h(r) est alors appelée la réponse impulsionnelle et le probléeme inverse
correspondant déconvolution ou encore restauration d’image.

— h(r,u) peut étre séparable:

h('r',u) = H hk(""kauk)
k

C’est, par exemple, le cas de la synthése de FOURIER

= /f(r) exp[—j < r,u >] dr,

h(r,u) =exp[—j < r,u >] —expl erkuk]

— h(r,u) peut étre & la fois séparable et invariant par translation:
u) = [ b (rs — up)
k

C’est, par exemple, le cas de la restauration d’image lorsque la réponse impulsionnelle
est séparable.
— h(r,u) peut étre de la forme:

h(r,u) = é(c(r,u))

ot 6(.) est la fonction DIRAC et ¢(r,u) = 0 décrit un sous-espace dans le domaine de
la fonction f(r). C’est par exemple le cas de la reconstruction d’image en tomographie
Xouonau=(rd¢),r=(zy)et

9(r:9) = [[ 1(@)é(r — wcos ¢~ ysing) dody

et oll 7 — z cos ¢ — ysin ¢ = 0 décrit une ligne droite dans l'espace (z,y) du domaine
de la fonction f(z,y).
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— h(r,u) peut étre de la forme:
h(r,u) = exp[—j < r,c(u) >]

ol < .,. > représente un produit scalaire et ¢(u) un ensemble de fonctions telles
que les équations u = ¢(u) décrivent un sous-espace dans le domaine de FOURIER
de la fonction f(r). A titre d’exemple, prenons le cas ot u = (,¢), r = (z,y),
c1(u) = c1(Q,0) = Qcos P, ca(u) = c2(Q2,¢) = Nsin¢ et

9(29) = [[ S(@.0) exp 5[ cos gz + Qsingy]) dedy

et u = Qcos ¢ et v = O sin ¢ décrivent une ligne droite dans ’espace (u,v) faisant un
angle ¢ avec 'axe des u.
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3.2 Exemples classiques de problemes inverses linéaires

Parmi les problémes inverses linéaires que I’on rencontre souvent en traitement du
signal et de I'image, nous allons en citer un certain nombre qui sont les plus classiques.

3.2.1 Déconvolution de signaux 1-D

f(t) * h(t) +b(t)
_ /h (t — 7)dr + b(t)

_ /f h(t — 7)dr + b(t)

g9(t)

ou g(t) est le signal mesuré, f(t) est le signal recherché, et h(t) est la réponse impulsionnelle
du systéeme de mesure. Ici Popérateur H est un opérateur de convolution.

b(t)

f@&) —1  h() g(t) g(t) — ? — f(t)

Modele d’observation Déconvolution

yyyyy

FiG. 3.1 — Déconvolution de signauz.

Sous forme discréte cette relation s’écrit :
P
k=—q

ou encore

g=Hf+b

o g = [go, -+ ,9ml)s £ = [f=p,- -+ fm+q] €t o H est une matrice de TOEPLITZ dont les

éléments sont déterminés par les échantillons de sa réponse impulsionnelleh = [h_g4,-++,0,- -+

Le caractére TOEPLITZ de la matrice H est due a la propriété d’invariance par trans-
lation de 'opérateur.

Jhp).
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3.2.2 Débruitage ou filtrage

g(t) = f(t) +b(t),

ou g(t) est le signal mesuré, f(t) est le signal recherché, et b(t) est le bruit. Lorsque g(t) est
observée aux instants réguliers t; = (i — 1)AT,i = 1,---,n on peut considérer ce probléme
comme un cas particulier de déconvolution ou la réponse impulsionnelle h(t) = 6(t).

Fi1c. 3.2 — Débruitage de signauxz.

Lorsque g(t) est observée aux instants irréguliers ¢; il s’agit de problémes d’interpola-
tion et d’extrapolation des signaux.
De méme on peut considérer le débruitage ou le filtrage des images::

9(z,y) = f(z,y) + b(zy).

FiG. 3.3 — Débruitage d’images.
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3.2.3 Restauration d’image

g(zy) = f(zy)*h(zy) +blzy)
= // f@'y) h(z — o'y — y') da’ dy’ + b(z,y)
D
= // h(z'y') f(z — 2’y — ¢) de’ dy' + b(z,y),
D
ou g(z,y) est I'image observée, f(z,y) est I'image recherchée, et h(z,y) est la réponse

impulsionnelle du systéme d’imagerie. Ici u = (z,y), r = (¢',y/), h(r,u) = h(r — u) et
I'opérateur H est un opérateur de convolution bivariable.

b(z,y)

flzy)— h(zy) 9(z.,y) 9(z,y)— ? —f(z,y)

Modele d’observation Déconvolution

FiG. 3.4 — Restauration d’image.

Sous forme discrete cette relation s’écrit :

/ !

p q
g(man) = Z Z h(kal)f(m - kan - l) + b(man)
k=—pl=—q
ou encore

g=Hf+b

ou g et f sont deux vecteurs contenant les lignes (ou les colonnes, dans un ordre lexicogra-
phique) de 'image dégradée et de I'image initiale et H est une matrice qui a une structure
de TOEPLITZ-BLOC-TOEPLITZ dont les éléments sont déterminés par les échantillons de
la réponse impulsionnelle h(k,l).

Le caractére TOEPLITZ-BLOC-TOEPLITZ de la matrice H est propre a la propriété de
I'opérateur de convolution.
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3.2.4 Reconstruction d’image en tomographie X

g(r,d) = //D F (@) 8(r — zcos ¢ — ysin¢) dz dy + b(r,),

ou g(r,p) représente la projection suivant 'angle ¢, et f(z,y) est 'objet & reconstruire. Ici
u = (r,¢), r = (x,y), h(r,u) = §(r — zcos ¢ — ysin¢) et I'opérateur H est 'opérateur de
la transformée de RADON (TR).

Notons que, théoriquement, cette transformée admet une inversion qui est

Op(r,9)

/ / r—a:cos?; ysin ¢) drd¢

mais, contrairement & ce qu’on peut imaginer, I’existence d’une expression analytique pour
Pinversion de cette transformée ne réduit en rien les difficultés de son inversion dans des
situations réelles. Nous reviendrons sur cette remarque dans les chapitres suivants.

La discrétisation de cette équation est plus délicate que celle de la restauration d’image.
On peut cependant, imaginer facilement que cette relation sous forme discréte, puisse aussi

s’écrire de la forme

g=Hf+b

ol g est un vecteur concaténant ’ensemble des projections p(r;,¢;) et f est un vec-
teur contenant les pixels de I'image. La matrice H dont les éléments sont entiérement
déterminés par la géométrie de I'instrumentation (la discrétisation de I'objet et les posi-
tions de capteurs). Cette matrice n’a pas, en général, de structure particuliére, cependant
elle est stirement trés creuse. En effet, si on partage 1'espace de (z,y) en pixels et si on fait
Ihypothese que f(x,y) est constante & 'intérieure de chaque pixel, alors 'éléments H;;
correspond 3 la longueur du segment du rayons ¢ traversant le pixel j.

f1

fn

Fi1G. 3.5 — Discrétisation de la transformée de RADON.
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Fi1G. 3.6 — Reconstruction d’image en tomographie X.
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3.2.5 Radiographie des objets cylindriques

Dans le probléme de reconstruction d’image en tomographie X, lorsque 1'objet f(x,y)
a une symétrie de révolution, la fonction ne dépend pas de ’angle ¢ et peut étre exprimée
seulement en fonction de p en coordonnées cylindriques: f(z,y) = f(p). De méme, ses
projections g(r,¢) suivant les différentes angles ¢ sont identiques et ne dépendent pas de
¢. On peut alors établir une relation entre f(p) et g(r) qui est:

= dp + b(r),
T

o) = [ 100 =

ou g(r) est l'intensité des rayons traversés (mesures), f(p) est la fonction densité de la
matiere qui ne dépend que de la coordonnée radiale p et R est le rayon extérieur de
I'objet. Remarquons que cette équation intégrale correspond & une transformée d’ABEL.

AN

=

(p)

)
-«

N
S

F1G. 3.7 — Radiographie des objets cylindrigques.
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Fic. 3.8 — Reconstruction d’image en tomographie X pour des objets cylindriques.
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3.2.6 Syntheése d’ouverture en radio astronomie ou imagerie radar

g(uo) = [ flaw) expl=iua +vy)] dody +blu),

ou f(x,y) est I'image & reconstruire, et g(u,v) représente, soit une mesure de la corrélation
entre les signaux recueillis par deux antennes en synthese d’ouverture en radio astronomie,
soit la transformée de FOURIER (TF) du signal d’écho en imagerie radar. Dans le cas de la
radio astronomie, f(x,y) représente la brillance du ciel tandis que dans le cas de 'imagerie
radar elle représente la variation de I'indice de réfraction de 'objet (la cible) par rapport
a son environnement.

50 100 150 200 250 300 350 400 450

Fi1a. 3.9 — Syntheése d’ouverture en radioastronomie.

Ici w = (u,w), 7 = (z,y), h(r,u) = exp[—j < r,u >] et opérateur H est 'opérateur
de la transformée de FOURIER bivariable.
Notons qu’ici aussi, théoriquement, la TF inverse existe et on a:

flzy) = // g(u,v) exp [+j(uz + vy)] dudo,

mais, 13 encore, I'existence de cette formule ne réduit en rien la difficulté du probléeme
inverse de la synthése de FOURIER. En effet, si g(u,v) était connue précisement et pour
tout (u,w) € R2, alors f(z,y) pourrait étre calculée 3 partir de cette intégrale. Mais, en
pratique, g(u,v) peut étre mesurée sur un nombre fini de points (u;,v;) non nécessairement
distribués d’une maniére uniforme dans I’espace (u,v), et c’est exactement 13 la difficulté
de l'inversion.
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3.2.7 Synthése de Fourier en reconstruction tomographique d’image

9620) = || 1) exp [~ (Ti(Q)a + Bo2)y)] dady +H(SL9)

ou
u = Tl (Qa¢)
v = T2(95¢)

définissent un ensemble de contours algébriques dans I’espace de FOURIER (u,v).
Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, la synthése de FOURIER se trouve
au coeur d’'un grand nombre d’applications en imagerie. Parmi celles-ci, on trouve:

— Tomographie a rayons X:

u=T1(Q,0) cos¢p —sing\ [0
(v =T2(9,¢)> B (sin¢ cos ¢ ) (0) ’
ou les contours algébriques sont des lignes droites concentriques, et ou g(€2,¢;)
représente la TF spatiale de p(r,$;) par rapport & la variable r.
— Imagerie par résonnance magnétique nucléaire (RMN) :
Cette formulation du probléme se trouve aussi dans le cas de I'imagerie RMN. Dans
ce cas g(,¢;) = s(t,¢;), ol s(t,¢;) est directement le signal de précession libre mesuré
quand le gradient du champ magnétique est dans la direction ¢;.
— Tomographie 4 ondes diffractées :

(12BEN) (g ) (<hos =)

v =T5(Q,¢) sing  cos¢ Q

ol kg est la constante de propagation des ondes, et ou les g(€2,¢;) représentent les
TF spatiales des champ diffractés mesurés. Ici, les contours algébriques sont des
demi-cercles concentriques.

F1G. 3.10 — Synthése de FOURIER en tomographie X.
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Fi1a. 3.11 — Synthése de FOURIER en imagerie RMN.

50 100 150 200 250 300 350 400

F1a. 3.12 — Synthése de FOURIER en tomographie par ondes diffractées.
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3.2.8 Synthése de Fourier-Laplace

9(us) = [[ flo) exp[=i(uz +sy)] dody+ b(us)

ol u est une variable réelle, tandis que s = v + jv est une variable complexe.
Cette équation intervient en tomographie de diffraction dans des objets dissipatifs ou
bien en imagerie tomographique par courants de FOUCAULT en contréle non destructif.
(u,v) représente un point dans le domaine de FOURIER spatial de 'objet f(z,y). Ceci
correspond au phénomeéne de propagation dans les deux directions, tandis que v représente
un phénomeéne de diffusion ou d’atténuation.
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3.3 Exemples de problemes inverses non linéaires

Parmi les problémes inverses non linéaires classiques nous allons citer deux exemples.

3.3.1 Imagerie par ondes diffractées

Lorsqu’un objet f(r) est illuminé par une onde incidente ¢o(r) le champ total ¢(r)
peut étre modélisé par la somme du champ incident et un champ diffracté qui dépend a
la fois de 'objet et du champ incident :

b(r) = do(r) + /D Go(r ) p(r") f(r') dr’

et le champ diffracté & 'extérieur de l'objet g(u) que 'on mesure est une fonction de
I'objet et du champ total & I’intérieur de 1’objet :

9(w) = [ Gulraw) £(r) $(r) dr +b(w).

Le probléme de I'imagerie dans ce contexte est de fournir une estimation de f(r) & partir
d’un nombre fini de mesures g(u;),i = 1,---,M.

Le cas de 'approximation de BORN étant la situation de faibles perturbations ol on
peut remplacer ¢(r) par ¢o(r) dans cette derniere équation. Nous avons déja présentés et
détaillés ces équations dans le cas linéaire. Ici, I'objectif est de considérer le probléme non
linéaire.

Travailler dans le cadre fonctionnel ne permet pas de voir facilement les difficultés du
probleme. C’est pourquoi, nous allons discrétiser ces équations, en utilisant par exemple
la méthode des moments. Il n’est alors pas difficile de voir que la forme discrétisée de ces
deux équations devient :

d) = ¢0+G0F¢7

.

ol

— @y et ¢ sont deux vecteurs représentant respectivement le champ incident et le
champ total,

- G, et G, sont deux matrices reliées aux fonctions de GREEN,

— F est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont formés par les éléments
du vecteur f qui représente l'objet (les pixels de I'image & reconstruire concatenés
ligne par ligne ou colonne par colonne) et,

— g est un vecteur contenant les mesures et b un vecteur représentant les erreurs de
mesures.

Ecrite sous cette forme, pour mieux illustrer le caractére non linéaire du probléme,

il est maintenant possible d’expliciter ‘ la relation liant les mesures g aux inconnus f,
en éliminant les variables intermédiaires ¢. En effet, calculant ¢ a 1'aide de la premiere
équation et la remplacant dans la deuxiéme on obtient :

g=G,F(I—G,F) " ¢y+b=H(f)+b,

ce qui permet de montrer d’une maniére plus explicite le caractére non linéaire de I’opérateur
H liant I'objet aux mesures.
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Fi1G. 3.13 — Géométrie de l’imagerie par ondes diffractées.

Evidemment, il n’existe pas de relation explicite pour I'inversion de ces équations et
I'obtention d’une solution ne peut se faire que d’une manieére itérative, ceci quelque soit le
cadre choisi qu’il soit en dimension infinie ou finie.

Dans ce probléme non linéaire aussi, la résolution du probléme directe, c’est a dire
étant donnée f(r) calculer g(r), ne pose pas de grandes difficultés. En effet, on peut
montrer qu’avec un choix judicieux pour les fonctions de bases et la discrétisation de ces
équations, on peut calculer g(r) aussi précisément que ’on souhaite si on connait I'objet
f(r). Par contre, la résolution du probléme inverse, c’est & dire le calcule de f(r) & partir
de g(r) est plus délicat. En effet, méme lorsqu’on suppose pouvoir mesurer g(r) partout
autour de I'objet avec une précision infinie, ’existence et I'unicité de la solution ne sont pas
garanties pour n’importe quel objet f(r). De plus, méme lorsqu’on impose & 'objet f(r)
dans un ensemble de fonctions telles que ces deux propriétés soient garanties, la solution
du probléme reste trés sensible aux erreurs de mesures.

A COMPLETER
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3.3.2 Tomographie d’impédance

pw) = [ o@IVe(r) dr +b,

ol p(u;) est la puissance dissipée mesurée entre le point de coordonnée (u;) et un point
de référence, o(r) est la distribution des conductivitée électriques dans l'objet, ¢;(r) est
la distribution du potentiel électrique dans 1'objet. Notons que ¢;(r) dépend du o(r), ce
qui rend cette équation non linéaire.

A COMPLETER



63

Chapitre 4

Problémes mal-posés

Pour mieux comprendre les difficultés de la résolution des problémes inverses, un cadre
classique est I’étude des problémes inverses linéaires dans des espaces de Hilbert ou 'on
définit deux ensembles F' et G et un opérateur H : F' — G tel que:

Hf =g fecF geG espaces de Hilbert

Souvent 'opérateur H est borné et compact et nous verrons que c’est exactement ces
caractéres qui sont & l'origine des principales difficultés de la résolution des problémes
inverses.

Ce cadre topologique et abstrait nous permettra de définir les notions de problemes bien
posés et mal posés. C’est pourquoi, avant de donner ces définitions un rappel sur la termi-
nologie de 'analyse fonctionnelle est nécessaire. Apres ce rappel les notions de problémes
bien posés et mal posés seront définies et un certain nombre d’exemples détailleront ces
notions.

Finalement, une analyse plus détaillée du probléme de la déconvolution nous permettra
de comprendre d’une maniere plus concréte le caractére mal posé du probleme et les
difficultés de sa résolution.
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4.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Considérons deux ensembles F' et G et un opérateur H : F — G.

Hf>Vf e FNgeG

Fi1G. 4.1 — Analyse fonctionnelle et topolgie

— Topologie sur un ensemble F':
Un systéme de sous-ensembles de F', dits ouverts, tels que la réunion d’ensembles
ouverts est un ouvert, et 'intersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un
ouvert.

— Fi C F est dit fermé si son complémentaire est un ouvert.
— Pour un ouvert M, on définit :

— sa fermeture: M intersection de tous les fermés qui contiennent M
— sa frontiere: M — M

-~ Im(H)=U{Hf} C G est I'image de H
- Ker (H) ={f,Hf =0} C F est le noyau de H
— H*: G+ F est Vopérateur adjoint de H

(H*g,f)=(g,Hf) VfeFV¥geG
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— H est borné s’il existe un réel ¢ > 0 tel que ||Hf|| < c||f]||, Vf € F

— Un ensemble B C R” est dit borné s’il est entiérement situé dans une boule ouverte
dont le centre est & 1'origine et le rayon est fini.

— Un ensemble fermé et borné est dit compact.

— Un opérateur H est dit compact s’il applique tout ensemble borné B C F' dans un
ensemble A(B) dont la fermeture A(B) est compacte.

Exemple 1: 1 2
(2)-G o) (%)
#=(55) 7= )
Ker (H) /,f2 T (B") Ker (H*) /92 Im(H)
fi g1
F G

F1G. 4.2 — Image et noyau d’un opérateur et de son adjoint: F = G = R?

Ker (H) = {(fi.f2) : f1=-2f2}
Tu(E) = {(uf) :fi= 30}
Ker (H*) = {(g1,92) : g1 = —3g2}
Tm (H) =

= (91.92) 191 = 392
{ i)

—N
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kf2 H:F —G g9
Ker (H) Tn(H") T (H)
B f1 (B) g
F =R? G = R?
H*:G— F
FiGc. 4.3 — Ensemble et opérateur compacts
Exemple 2:

g1 1 1 1 fi
(o) o))
g3 0 0 0 I3
1 1 1 1 1 O 2 01 3 0
H=<1 -1 O), H*=<1 -1 O), H*H=<O 2 1), HH*=<O 2
0O 0 O 1 0 O 1 1 1 0 0

WE 193
fa

\/‘ Ker (H) ker H* /92

fi g1
Im(H)

F=mw G=nR

FiG. 4.4 — Image et noyau d’un opérateur et de son adjoint: F = G = R®

(f1,f2,f3) : f1 = fa,f3 =2f2}
(f1,f2.f3) i+ fa —2f3 =0}
(91,92,93) : g1 =g2 =0}
(91,92,93) : g3 =0}
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Exemple 3:
(2)-( 2 o) (%)
= _ 2
g2 1 1 0 f3
1 1 2 0 1
a- (), H*:(l _1), H*H:(o : 1>, aa - (3 0)
B 1 0 1 11
f3
fo
\/‘ Ker (H) ker H* /92
fl / g;
Im(H)
m(H*)
F =g G="w

F1G. 4.5 — Image et noyau d’un opérateur et de son adjoint: F = R®,G = R?

(f1,f2,f3) : f1 = fa,f3 = 2f2}
(f1.f2,f3) = fi+ fo—2f3 =0}
(91,92) 91 =g2 =0}
(91,92) 191 =92 € R}

{
{
{
{

x
D
]
—~
g
N’ N’ N’ N
Il



68 CHAPITRE 4. PROBLEMES MAL-POSES

4.2 Définitions

D’aprés HADAMARD, un probléme est dit bien posé si le probleme admet une solution
(Existence), si elle unique (Unicité) et si elle est stable (Stabilité). Le probléme est dit mal

posé si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée.
e Existence g€ G=Im(H) VgeG3f:Hf=g

e Unicité Ker(H)={0} Hf=0—f=0

o Stabilité Zm (H)=Zm (H) = Ker (H*)"*
faible perturbation de g donne
faible perturbation de la solution f

F = Ker (H) 4+ Ker (H)", G = Ker (H*) + Ker (H*)*

Quatre situations mutuellement exclusives:
1. Zm (H) est dense dans G:  (Ker (H) = {0} et g € Zm (H))

11 existe une solution au sens classique.
2. ZTm (H) n’est pas dense dans G: (Ker (H) = {0} et g ¢ Zm (H))
Il n’existe pas de solution au sens classique.
3. Tm(H) C G et g € Im (H) + Tm (H)™*
On peut définir une solution au sens de I'inversion généralisée.
4. Im(H)C Get g ¢ Tm (H) +Im (H)™*
11 n’existe pas de solution au sens classique.

H: opérateur linéaire borné et compact — Zm (H) ouvert
La symétrisation de H n’apporte rien.

Im(H*H)=TIm (H"), si Ker (H) = {0} — Ker (HH") = Ker (H™)
H'g— H'Hf

est aussi mal-posé. Les probléemes directs sont généralement bien posés. Les problémes
inverses sont souvent mal posés.
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4.3 Exemples de problemes mal-posés
Exemple 1: Probléme d’Abel

y

— s(y) profil de trajectoire d’un point pesant, partant de 1’altitude A.
— t(h) temps d’arrivée & l'altitude zéro

t

1 S(y)
0= 75 |, T

inversement

sty) = V2 [ AW _g,
™ Jo (y—h)
— s; = résultat d’une mesure de s(y;),
— ds = supls; — s(y;)| mesure “naturelle”,
— te = valeur de t permettant de coller exactement sur une donnée expérimentale,
— d; = suplt, — t| mesure “naturelle”,
— L’application s — t n’est pas continue pour ces distances!
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Exemple 2: Diffraction inverse ou Synthése d’ouverture

— f(r) forme d’un objet,
~ g(u) champ diffracté,

o) = [ fryesp[—jur) ar

$0)= 5= | gtu)expljur] du

:E_oo

g1(u) = go(u) + eexp [—au2]

fi(r) = fo(r) + m €Xp [_72/4&]
— norme sup:
max |g1(u) — go(u)| < e
max f1(r) = folr)| < @7
— norme L2:

{[ L oot d’“}m = (m/20)"/*

— Un probléme mal-posé peut étre rendu bien-posé juste en changeant ’espace des
solutions.
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Exemple 3: Opérateurs linéaires et compacts

o) = [ Mensa feF geG, F=G =1y,

b rb
//|h(s,t)|2dsdt<oo
a a

H est compact et admet une décomposition spectrale

= i Ak i (8) Pk (t)
k=1

et

/mmpk 1) dt = Mehi(s) /hstgbk s)ds = At ()

{Yr} et {¢r}, fonctions orthonormales singulieres de H, ou bien fonctions propres de
H*H et HH*, forment une base de L?[a,b].

=" ard(s)
k=1
> < g, >
= Z brr(t) avec by = g}\i
k=1 k

Pour que cette solution appartienne & L?[a,b], il faut imposer

o0
IFIP* =D bk < o0
k=1

o0

Zzﬁ_z)\%ak—m

k=1

G doit étre réduit par rapport & L?[a,b]
sinon, F' peut contenir des solutions qui peuvent étre inacceptables.
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4.4 Déconvolution: un probléme mal-posé

Pour montrer que la déconvolution est un probléme mal-posé nous pouvons utiliser les
outils suivants:
— La transformée de FOURIER qui permet de transformer I'opérateur de la convolution
en une multiplication;
— La discrétisation du probléme et 1'utilisation de ’algébre matricielle;
— L’analyse fonctionnelle et la décomposition spectrale des opérateurs dans ’espace de
Hilbert.
Mais avant d’essayer d’expliquer pourquoi regarder sur la figure qui suit

Fi1G. 4.6 — Déconvolution : un probleme mal-posé.

On constate que trois signaux f1(t), fo(t) et f3(t) trés différents & entrée d’un instru-
ment ayant pour réponse impulsionnelle h(t), ont fourni pratiquement les mémes signaux
91(t), g2(t) et gs(t) de sortie (les trois signaux sont tracés sur un seul graphe). Ceci si-
gnifie qu’une méthode d’inversion se basant seulement sur une distance de sortie ne peut
distinguer ces trois signaux.
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4.4.1 Passage dans le domaine de Fourier

Le schéma suivant résume 1’essentiel de cette approche:

A A
f(t) |F(v)|
R
I |
I |
| |
I |
I |
' | - ‘
t —Q +Q v
A A
h(t) |H(v)|
t -0 +0 v
A A
g9(t) |G(v)|
- =t e +Q v

FiG. 4.7 — Déconvolution : un probléme mal posé

En effet, on peut constater que tout signal f(¢) qui a méme contenu spectral dans la
bande passante de l'opérateur (Uintervalle [—€2,9]) fournit la méme sortie g(t).

La déconvolution est ainsi un probléme inverse mal posé. Un moyen pour le rendre
bien posé est de restreindre I’espace des solutions aux fonctions & spectre limité dans la
bande [-Q,9]:

Flw)=0 Yw¢[-Q,+Q]
En faisant ceci, on retrouve le critére de Rayleigh classique, on assure l'unicité de la

solution mais on n’a pas tout résolu. Une autre difficulté qui persiste est la sensibilité de
la solution au bruit. En effet, lorsque les signaux mesurés sont bruités on a:

Gw) =HW)F (W) +Bw) — F(w) = % + %

et il faut étudier le comportement de B(w)/H (w) qui conditionne cette sensibilité.
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4.4.2 Discrétisation

Considérons le modeéle:

f)— H 9(?)

g(t) = / FIEYR(E — ) At + b(t) = / () f(t — ) At + b(t)

et faisons les hypothéses suivantes:

— on discrétise les signaux f(t), g(t), h(t) avec le méme pas de d’échantillonnage AT =
1

— la réponse impulsionnelle est & support limité: h(t) = 0,Vt < —qAT, et Vt > pAT.

?

On peut alors écrire :

P
g(m) = > h(k)f(m —k)+b(m), m=0,--- M
k=—q
ou sous forme matricielle:
g=Hb+b
f(=p)
9(0) h(p) h(0) h(=q) 0 0 :
g9(1) 0 : £(0)
: f(1)
= h(p) h(0) h(—q) 5 :
: f(M)
. : ) N L N EsY
g(M) 0  cer e ... 0 h(p) --- h(0) --- h(—q) :
f(M +q)

Notons que g est de dimension M +1, f de dimension M +p+q¢+1, b = [h(p),---,h(0), - ,h(—q)]
de dimension (p + g + 1) et la matrice H de dimensions (M + 1) x (M +p+q+1).
Maintenant si on fait I'hypothése que le systéme est causal, on a ¢ = 0 et

g(1) 0 E :
' | o
- Wp) o b(O) BIEE
0
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et si de plus, on fait 'hypothése que le signal d’entrée est aussi causal, on obtient :
g

9(0) h(0) £(0)
g(1) h(1) - f(@)
= | h(p) h(0)
0
g(M) 0 0 B - h@)) \SOD

et, finalement, si p = M, on obtient:

9(0) h(0) £(0)
o) | [ m) ho) 7(0)
oory)  \nany - w@) o)) \ s

On peut remarquer que dans tous les cas, la matrice H est TOEPLITZ et, sauf dans ces
deux derniers cas, elle est aussi circulante.

Dans le cas ot la matrice n’est pas circulante, il est possible de la rendre artificiellement
circulante en ajoutant des zéros & la suite du vecteur f (bourrage de zéros). En effet on
peut toujours écrire:

f(0)

9(0) h(0) h(p) h(1) £(1)
9(1) h(1) :
: h(p) :
= | h(p) h(0) 0 :

0 f(M)
: : 0
g(M) 0 -+ 0 h(p) -~ RO) 0 - 0 ()

Mettons nous ensuite dans la situation idéale sans bruit. On pourrait alors s’imaginer
qu’il suﬁit de choisir p = M pour que la matrice H soit carrée et définir la solution par
f = H 'g ou méme dans les autres cas, de définir la solution soit par f = (H'H)~'H'g
ou par _f H'(HH")"'g. La encore il ne faut oublier que la matrice H (ou H'H ou
H H?) peut étre singuli¢re ou du moins trés mal conditionnée. En effet, le conditionnement
de ces matrices dépend du pas d’échantillonnage. Pour comprendre cela, il suffit remarquer
que les lignes successives de H sont trés proches (due au caractére TOEPLITZ), et cela
d’autant plus que le pas d’échantillonnage est petit. On peut aussi expliquer ceci a 1’aide
des propriétés des valeurs propres et des vecteurs propres des matrices de TOEPLITZ:

A COMPLETER
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4.4.3 Décomposition spectrale
— H : F — @G linéaire borné et Hilbertien
{k,dk; A2} systeme singulier de H:
Hipp = e, H b = Mty
HH* ¢, = Xidr, H Hipp = Ny

— Résolution de H*g = H*H f par projection:
{#+} base de G, {¢r} base de F

oo

1
'T:z/\_k<ya¢k>¢k

k=1

— Théoréme de Hilbert-Schmidt :
Si H est compact, alors 0 est le seul point d’accumulation de {/\%}:

lim X =0 Jko:Vk>ko,A\p =0
k— 00

Y

X1 < Oy, >
ac—l—éng —<y,q§k>[1+y7¢]C
i1 Ak

<y, > ] Vi



4.5. CHANGER LA NOTION DE SOLUTION (s

o Changer la notion de la solution

4.5 Changer la notion de solution

— Bien définir le probléme direct H : F — G
— Pour tout g € G, étudier V’existence des sous ensembles non videsde F': Hf = g
— Rechercher et définir des applications G — F

— étudier le probléme des erreurs aprés avoir donné a F' et G des structures d’espaces
métriques.

Les propriétés de la solution ne sont pas
entierement contenues dans g = H f

— Solutions approchées f : ||H? —g|| < ee >0 fixé
Quasi-solutions f:|lg— Hf|| <|lg— Hf||, VfeF
— Changement d’espace ou de topologie

Opérateurs régularisants

Concepts probabilistes
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Chapitre 5

Moindres carrés et inversion
généralisée

Nous avons vu qu’un probléme est dit mal-posé s’il ne satisfait pas & une des trois
conditions : existence, unicité et stabilité. Lorsque la difficulté vient de la non unicité de la
solution I'inversion généralisée permet d’y remédier. En effet, la résolution de I’équation
g = H f présente trois possibilités:

— Il y a une solution au probleme;

— Il y a une infinité de solutions au probléme;

— Il n’y pas de solution au probleme.

Dans le premier cas, il ne reste qu’a calculer I'inverse. Dans le second cas, le probléme
devient celui d’un choix parmi I’ensemble des solutions suivant un critére (par exemple, la
norme minimale). Dans le troisiéme cas, on souhaiterait aussi pouvoir définir une solution,
cela est possible en définissant un critére du type distance dans I'espace G entre g et
H f, (par exemple la distance euclidienne), et en choisissant comme solution celle qui la
minimise. Dans le cas ou la distance choisie est une distance euclidienne la solution est
dite au sens des moindres carrés et nous verrons qu’il y a un lien entre la solution au sens
des MC et celle de I'inverse généralisée.
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5.1 Définition en dimension infinie

Soit H : F s G,
P le projecteur orthogonal de F' sur Ker (H)" = Zm (H") et
Q le projecteur orthogonal de G sur Ker (H*)™ = Zm (H). On a alors

Hf=HPf H'g=H"Qg
Définition 1 L’inverse généralisée H™ de H est 'opérateur dont le domaine est

D(H') =Im(H)®Im(H)", tel que Htg=f, € F, ot fo€S={f € F: Hf = Qg}
et [foll <IN, VS €S.f# fo

Notons que
lg— Hf|I” = lQg — Hf|” + g — Qgll’
Sig € Im(H) ® Zm (H)", Pensemble des solutions des MC est non-vide, fermé et
convexe. Il existe donc un élément unique de norme minimale, qui est H'g.

Limitations:
— Vg € G, il existe une solution inverse généralisée ssi Zm (H) est fermée.

En général H est compact, Zm (H) n’est pas fermé, sauf si H est de dimension finie.
— Existence: Non Zm(H)®Zm (H)" # G

Unicité: Oui
~ Stabilité: Non  Zm (H) # Zm (H)
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5.2 Définition en dimension finie

Considérons ’équation
g=Hf

ou H est une matrice de dimension [m,n].

Définition 2 (Quasi-solution) On appelle f' une quasi-solution de l’équation g = H f
une solution qui minimise une distance A(g,H f) entre g et Hf :

~

f= argn;}n{A(g,Hf)}

Lorsque la distance choisie est une distance euclidienne A(g,H f) = ||g — Hf|?, la
solution ainsi définie est dite “au sens des moindres carrés”.

Définition 3 (Moindre carré) On appelle _/f une solution au sens des moindres carrés
de l’équation g = H f une solution qui minimise la norme euclidienne ||g — Hf||? :

~

F= argm}n{ug - Hf|’}.

Cet ensemble coincide avec l’ensemble des solutions de I’équation normale
[H'H|f = H'g.

- SiM =N etrang{H} = N, alors f=f=H"g.

~ Si N <M et rang{H} = N, alors [H'H] est de rang plein et f = [H'H|H'g.

~ Si M < N, alors [H'H] est forcement singuliére. Elle a un rang au mazimum égal
a M, et l’équation (1) n’a pas de solution unique (Elle a une infinité de solutions).

Définition 4 (Inverse généralisée) On appelle f+ = H™g la solution inverse généralisée
de équation g = H f la solution MC de norme minimale de I’équation normale [H'H|f =
H'g. Sig € ITm(H) alors cette solution existe et elle est unique. Elle est donnée par :

ff=H"g.

ot HT est inverse généralisée de H.
Sirang{H} = N alors H" = [H'H|"'H"® et si rang{H} = M alors H* = H'[H'H]™.

Pour étre complet nous mentionnons deux autres définitions pour I'inverse généralisée
d’une matrice.

Définition 5 (Moore) Une matrice G de dimension [N,M] est dite inverse généralisée
de la matrice H si
HG =P, ¢ GH~=Pg

ot P4 est Uopérateur (matrice) de projection des vecteurs de l’espace R™ sur u(H) et
Pg est Uopérateur (matrice) de projection des vecteurs de ’espace R™ sur pu(QG).

Définition 6 (Penrose) Une matrice G de dimension [N,M] est dite inverse généralisée
de la matrice H si

HGH =H, (HG)=HG, GHG=G ¢ (GH)'=GH
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Ces définitions sont identiques si les normes associées aux espaces R™ et R"™ sont du
type euclidien || f|| =< f,f >'/2.
__ Supposons que H f = g et calculons l'erreur quadratique moyenne entre une estimation
f lindaire quelconque f = G*g de la solution et f:

BQM =[f - fI'f - Al =T {lf - Fllf - 7'} = {# 11 - H*H'}

11 est alors facile de vérifier que cette erreur est minimale si f = H*g et qu'elle est donnée
par

EQM =[f — f'lf - I =T {ff'lI - H*H'}

Iestimation est parfaite si HTH = I.

En résumé, lorsque nous voulons calculer une solution au sens inverse généralisée
de I'équation g = Hf avec H une matrice de dimensions [M,N], quatre situations se
présentent :

~-siM=Netrang{H} =N alors H" = H!

~siM>Netrang{H}=N alors H" = (H'H) 'H'

~siM < Netrang{H}=M alors H' = H'(HH")™!

Décomp. en valeurs singulieres

- sirang{H} = K <inf(M,N) alors { Méthodes itératives
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5.3 Algorithmes d’inversion généralisée

5.4 Décomposition en valeurs singulieres

Considérons I’équation
g=Hf

et notons {v;,j = 1,...,K} les vecteurs propres de H'H, {u;,i = 1,...,K} les vecteurs
propres de HH' et /\? les valeurs propres correspondantes. Nous avons alors:

Htij = /\?vj, i=1,....K
HH'vw; = Xu;, i=1,....K
Hv; = MNuw;, j=1,....K
Hly, = Aivg, 1=1,....K

H=UAV!

U= (u1u2 ’u,K)v V= (’015’023 E’UK)a A:diag(klakh"';AK)

AL > Ay > > Ak, K <inf(M,N).

La solution inverse généralisée au sens du Moore Penrose est définie par
ft=H"g, avec H'=VATU!

et ou
ai:% si )\17&0
2

A* = diag {s}, { .

a;=0 si N
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On a aussi les relations suivantes:
Ker (H) = k(z) = V(I —AtA)z, VzeR"
Les composantes d’indices 0 & K des vecteurs k(z) sont nulles. On peut alors écrire:

N
k(z) = Z zvy Vz e R™
k=K+1

et définir ainsi I’ensemble S des solutions de ’équation g = H f par

S={f :f=f"+k(z) VzecR"}

0H+g

F1G. 5.1 — Inversion généralisée et espace des solutions.
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5.4.1 Meéthode de Bialy

Cette méthode est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soit H : H — H un opérateur borné et non négatif. Soit P lopérateur
de projection orthogonale sur Ker(H). Alors, s’il existe une solution pour Hf = g, pour
tout g € H,f, € H la suite des itérations

fn—l—l :fn"_a(g_an)a avecO<a<2/||H||
converge vers Pfo+ f1q, ou fiq est la solution IG de Hf = g.

- si fo =0, alors lim,_,» f,, = f1q
~ f1c est la solution de norme minimale de H'Hf = H'g.
5.4.2 Méthode de Landweber

Cette méthode, qui est une extension de la méthode précédente, est basée sur le
théoréme suivant :

Théoréme 2 Soient H : Hy — Hy un opérateur borné, g € Im (H) + Zm(H)" . Alors
la suite des itérations

fo=0
foii=Fn+aH(g—Hf,), avec0<a<2/|H'H|

converge vers la solution IG de Hf = g.

Notons que cet algorithme peut étre considéré comme un algorithme du type gradient
pour la minimisation du critére des MC J(f) = ||g — H f||?. En effet, on peut remarquer
que le gradient de ce critere est VJ(f) = —2H'(g — Hf).

5.4.3 Méthode de Van-Cittert

Cette méthode est une extension de la méthode précédente et permet d’apporter des
contraintes supplémentaires sur la solution. En effet, si T' est un opérateur traduisant ces
contraintes on peut envisager 1’algorithme suivant :

fo=0
{ foy1=Ffn+aH (g— HTf,), avec0<a<2/|T"H'HT)|
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5.4.4 Méthode de Kaczmarz

L’idée de base dans cette méthode est d’utiliser les données ¢; une par une. Ainsi,
une mise en ceuvre en ligne serait possible. Dans une relation linéaire g = H f chaque
équation g; = E;-V:l hij fj = (hi,f) définit un sous-espace dans ’espace des solutions. Cet
algorithme recherche une solution & l'itération k + 1 en projetant la solution & I'itération
k sur le sous-espace créé par ’équation g = Z;-V:l hi; f;-

Fo=0 fh
Foir =fn+%hi P=12,.. M12,... M12

ot h; est la i®™€ ligne de la matrice H.
Pour bien comprendre I’essentiel de cet algorithme, considérons le cas d’une matrice H

de dimensions (2 x 2). Dans ce cas, chaque équation décrit une ligne droite dans ’espace
des solutions (f1,f2) et la figure ci-dessous montre alors le principe de cet algorithme.

t by g2 = a21 f1 + a2 f2

g1 = a1 f1 + ai2f2
I1
fa

Jo f1

Evidemment, lorsqu’on veut imposer d’autres contraintes, comme par exemple la posi-

tivité, on peut introduire au cours de ces itérations. Ainsi, si on note par p;(f),i =1,---,m
les m contraintes supplémentaires que 1’on veut imposer a la solution, ’algorithme s’écrit :
Jo=0

Fri1=P(£,) = pml---p2(p1(£)) )

i—(f . hi ,
pi(f)=Ffmt "<,<Lf7;l>> hi i=12,...,M12,...,M]12
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Chapitre 6

Régularisation

La régularisation d’un probléeme mal-posé consiste a le transformer en un probleme
bien-posé, c’est-a-dire & définir une solution unique pour toutes les mesures pos-
sibles dans 1’espace des observations, et & assurer la stabilité de cette solution vis-a
-vis des erreurs sur ces mesures.

6.1 Définition d’un opérateur de régularisation

Un régulariseur de g = H f est une famille d’opérateurs
{R);\ € A C RT} tels que:

- Vf € Flimy o |[R\Hf - f|* =0

— VX € A,R) est un opérateur continu de G dans F'

Solution Approchée

fc.=Rxg, avec g.=Hf+b

Ife—H 'gll < |[Rxg—H 'g] +  |Ri(gc—9)l
erreur de régularisation erreur due au bruit
— Utilisation d’E.H.N.R.
— Décomposition TSVD
— Régularisation P.T.T.
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6.2 Décomposition tronquée en valeurs singuliéres

Considérons ’équation
g=Hf

et notons par {v;,j = 1,...,K} les vecteurs propres de H'H et par {u;i =1,...,K} les
vecteurs propres de HH' et par )\? les valeurs propres correspondantes. Nous avons alors :

H'Hv; = Xwv;, j=1,....K

HH'vw; = Mu;, i=1,....K
ij = )\juj, ]—1 ,K
Ht'u,i = )\ivi, 1=1 ,K
H=UAV'
U:(ul 2.---E’U,K)a VZ('UIE'UQE"'E’UK)’ A:diag()\l,/\g,---,)\}()

AL > A > > Ak, K <inf(M,N)

— On décide qu’a partir du rang r < K, les valeurs singuliéres
ordonnées ne sont plus significatives.

— Dans l'inversion, on utilise la pseudo-inverse H ™.

H" = VAU
o = )\% si A; # 0 (significatif)
A = ding {0},
a; =0 si A ~ 0 (non-significatif)
? |1ogll
lgll

oo =miron) — < (52)



6.3. REGULARISATION PAR METHODES ITERATIVES

6.3 Reégularisation par méthodes itératives

établir une régle d’arrét fondée sur I’évolution du résidu

~k
\Hf —g.| >édpouri<k
|\Hf —g.| <dépouri>Ek

% joue le role du parameétre de régularisation.

6.4 Introduction de contraintes supplémentaires

C' un opérateur de contrainte

f=Cf ssif satisfait la contrainte

Exemple: Positivité

Z;j si T; >0
T = . )
0 sinon

Le probléme initial g = H f devient alors

g=HCf

L’itération générale est modifiée en remplacant 'opérateur H par HC

Méthodes itératives du type inversion généralisée (BIALY, LANDWEBER,...)

89
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6.5 Régularisation avec a prior: de douceur

Tikhonov (régularisation continue):

5= [ 1Om() dt+b,

J(f) = Q(f) + ()
/f t) dt —I-/\/Zpk

ou les pi(t) sont des fonctions positives, continues, et contintiment dérivables.

8tk dt, A>0,

PHILIPPS et TWOMEY (régularisation discrete) :
I(f) =llg — HfII? +2Q(f) A>0

Exemple: k = 1,pi(t) =1

In(f

/f £ dt

+/\/|f (t)|* dt

Cas discret :

I(F) =llg — Hf|I” + M| Dpf|* = g — Hf]'lg — Hf] + A[Dy f]'[ D} f]

avec

1 0 0
1 0 0 -2 1
-1 1 : -2 1
Dy=1, Di=| 0 -1 1 |, Da2=|1 0 1 -2 1
. 0
0 0O -1 1 0
0 0 1 -2 1

VJy=2H']g - Hf'! + 2AD'Df =0 —
[H'H + \D'D]f = H'g — f = [H'H + \D'D] 'H'g
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6.6 Algorithmes de régularisation

minimiser J(f) = Q(f) + A\Q(F)
avec Q(f) =[g — Hf]'[g — Hf]

minimiser (f) sous la contrainte

e=[g-Hf'lg-Hf] <e

Information a priori:
— Douceur
Q(f) = [Df)'[Df] = f'D'Df
f=[H'H+)P|"'H'g avec P=D'D
— Positivité Q(f) = fonction non quadratique de f
Pas de solution explicite
Difficulté : Le calcul de 'expression [H'H + AD'D]™!
— approximation circulante
— méthodes récursives

— méthodes itératives

91
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6.6.1 Méthode de Hunt (approximation circulante)

Pour illustrer cette méthode considérons le probleme de la déconvolution des signaux :
bit)
f— H ()

/f Y at' + b(t /h ft—t)dt +b(t)

Nous avons vu que lorsqu’on discrétise cette équation on obtient

P

Z h(z)f(n — i) + b(n)

=0
ou sous forme matricielle:

g=Hf+b
ou H est une matrice de TOEPLITZ. Notons que si on définit h = [ho,---,hp] on peut

noter que H f = conv(h,f).
La solution régularisée au sens de PTT est définie par

f = argmin {J(f)}
f

avec

J(F) = Q)+ ()
Q(f) = [g—-Hfl'lg— Hf]=|g— Hf|*
Of) = [DfI'[Df) = |DfI?

ou D est une matrice correspondant & une opération de filtrage linéaire, donc de convolu-
tion par une réponse impulsionnelle, par exemple:

d=[1,-21], Df=conv(d,f)

et on a
N

Q(f) =3 (fi+1) = 2f()) + f(i — 1))* = f'D'DF.
j=1
La solution régularisée a pour expression _? = [H'H + AD'D] 'H'g et la principale
difficulté est le cotit de calcul de 'inverse de la matrice [H'H + AD' D). Cette matrice est
symétrique, mais, dans le cas général n’a pas d’autres propriétés remarquables. Dans le cas
particulier ou H et D sont des matrices de TOEPLITZ, cette matrice est aussi TOEPLITZ.
L’idée de base est d’étendre les vecteurs f, h et g par des zéros:

\_[ 6 =1, Ny
fe(z)_{o i=Nf+1,...,P>Nf+Nh—-1

N ) gi) i=1,...,Ng
ge(’)_{o i=Ng+1,...,P
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. [ hG) i=1,...,Nh
he“)_{o i=Nh+1,...,P

pour obtenir une relation g, = H.f, avec H, une matrice circulante que l'on peut
diagonaliser par transformée de FOURIER discrete (TFD). En effet, pour une matrice

circulante H, on a
H,=FAF™!, A =diag[\,...,\p]

avec
1 kl

Kl
F[k,l] = exp [j27rﬁ] Fl= B OXP [_ﬂﬂf]
M. .. Ap] = TED [h1,. .. .hwn,0; ... 0]

De méme, on peut étendre le vecteur d = [1, — 2,1]

_ diG) i=1,...3
de(z):{ 0() i=4.....P

de telle sorte que I'on puisse écrire les relations suivantes :

f=[H'H +)\D'D| 'H'g
F}e = [AzAh + )\AEAC]_IAZFQ
TFD {f,} = [ALAj + AEA]TALTED {g}

1 | H (w)|?
H(w) [H(w)? + A[C(w)[?

Fw) = G(w)

Lien avec le filtre de Wiener:

C(w) = Sep(w)/Sgr(w)
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Restauration d’image:
D matrice de convolution par une réponse impulsionnelle

0 1 0
le(l Y 1>

0 1 0
Qf) =22 (FE+1L5)+fi—-17)

FF(,5 4+ 1) + f(ig+ 1) — 4f(,5))°

 fRD k=1,...K l1=1,...,L
fe(k’l)_{o k=K+1,....P I=L+1,....P

1 | H (wzwy) |2
H(wzawy) |H(wwawy)|2 + )“C(wmawy)P)

F(wwawy) = G(wwawy)
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6.6.2 Méthodes itératives

Nous avons vu que la solution régularisée est définie comme I'argument qui minimise
un critere J(f):

f= arg}nin{J(f) = Q(f) + 22(f)}

Lorsque le critére est unimodal, on peut alors utiliser les algorithmes d’optimisation clas-
sique du type gradient pour calculer la solution. Notant par:

0J 0J 1" :
g=VJ(f)= [a—fl,,a—fn] le gradient de J, g, = VJ(f)
et par
2 82J . . 2
H=VJ(f)=% 55+ la matrice Hessienne de J, Hy = V°J(f})
ofi0f;

La majorité des méthodes d’optimisation locale calcule la solution d’une maniere itérative
suivante :

frv1 = Fr—axDpVJI(fy)
fr — arDigy
== fk + Oék;dk

Suivant les différents choix pour ay et Dy on peut distinguer les algorithmes suivants :

1. Méthodes de premier ordre ou de gradient
— gradient a pas fixe: Dy =1, oy = a et d, = —g,,
— gradient a pas variable: Dy =T et

t
9% g, lgil’
g Hygy,  llgil%

ap = —

— gradient conjugué:

d*)'g,

Ffoimi=Frtodry o =——F5—"—
+ d®' H,d,

(k)t
B . g gk
diy1 =di +Brg, B = —W
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2. Méthodes de second ordre
— Méthode de Newton: Dy = [Hk]_1

Fro1=Fr—ax [Hp) gy

— Méthode de Newton approchée: Dy, = diag{di,, - ,d,, } avec

N AN
di, = Dj; = (W)
2

les éléments diagonaux de la matrice Hessienne.
— Méthodes de Newton modifiées :

D,=Dy=[H) '=D

ou

-1
. 0?J
Dk = DO = dlag {d107 PP ’dno} avec diO = (W (f0)>
2

— Avantage: Q(f) peut étre quelconque
— Inconvénient : Coiit de calcul



6.6. ALGORITHMES DE REGULARISATION 97

6.6.3 Méthodes récursives

Considérons I'équation g = H f + b et sa solution régularisée :
f=[H'H+\D|'H'g

Notons par H; la matrice H lorsqu’on a observé les données jusqu’a l'indice 7 ; g; et par
H;, la matrice H lorsqu’on a observé les données jusqu’a l'indice 4 ; g;,;. On a alors

g1
gi
g1
. g; H’i
9it1= ) = = Ff+0b
gi A N
git1 gi+1 hl,,

L’idée de base consiste a exprimer la solution f;,

fisn = (H Hi\1+AD) 'H!, g;.,
H; - gi
hi—|—1 gi+1

en fonction de f;:
fi=(H;H;+\D)"'Hlg,

Utilisant la lemme d’inversion des matrices on obtient facilement :
fir = (H{H; + hiy1hi,, + AD)” ' (Hig; + hit19i41)
qui peut étre réécrite d’'une maniére plus familiére en notant :
P,=(H!H;+\D)™!
P, =P+ H; H
I
firn=Ffi+PipnHi1(g,01 —Hip f;)
Py =P;,-P,H,(H, ,P;H; .1 +)) "H. ,P;

Filtre de Kalman
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20 ES) Fe) ) ) =) E3 Eg Too0 B ) EQ) EQ) £ E) = 7o Q) ER)

Signal d’entrée f(t) La réponse impulsionnelle h(t)

yb®

Signal de sortie sans bruit Signal de sortie g(t) avec bruit RSB=20 dB.

D=]I1>x—>x"I/]I<||=0.09953 D=lly—>"I/IlIvI|=0.01=2=23
o.s

o.7

o.s

o.s

o.a

o.=

o.=

o.a

o

—o.a

—o.= —o.=
o [=Y=) JToo o [=Y=) EN

A=1 f@) g(t)

D=|Ix—><"I/]Ix<||=0.1535 D=lIy—>"II/IlI¥I|=0.01138
o.s

0
0

—o.=

o [=Y=)

"
0
0

D=Ix—=<I/]I1<]|=0.667 7 D=lIy—>"II/IlIvI|I=0.01=91

o 50 100 o 50

A=.01  f(t) a(t)

I
0
0

Fi1G. 6.1 — Déconvolution par la méthode de Hunt: Ezemple 1
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o o o o
9 o o @
I S

)

Signal d’entrée f(t) La réponse impulsionnelle h(t)

Signal de sortie sans bruit Signal de sortie g(t) avec bruit RSB=20 dB.

D= I><—><~I/lI<||=0.201 D=lIy—> " II/IIvI|=0.0=239=
o.s

o.7 —

o.s —

o.s

o.a

o.=

o.=

o.a

o

—o.a

—o.= —o.=
o [=Y=) JToo o [=Y=) JTo0o

A=1  F(t) g(t)

D=]I1>x—><"I/]I1><||=0.107= D=lIy—>"II/II¥I|=0.01179

—o.= S
& = oo & == oo
~
A=.1 f(2) g(1)
B =l —6 aooa By Mo o1

oo
ol ]
ool ]

o 50 100

A=.01 F(t)

Fi1c. 6.2 — Déconvolution par filtre de Wiener: Ezemple 1
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.....

Y

Signal d’entrée f(t)

Signal de sortie sans bruit Signal de sortie g(t) avec bruit RSB=20 dB.

D=]1><—><NI/1Ix<||=0.1 777 D=lIy—>"II/lI¥||=0.01096

Soo 1000 o Soo EX=Yeta}

A=1  F() g(t)

D=]I><—>x"|I/]Ix||=0.a4829 D=lIy—>"II/lI¥||=0.01056

o sSoo EXsYeta}

) L
| I HW [T L _ -

A=.01 f(t) g(t)

Fi1G. 6.3 — Déconvolution par la méthode de Hunt: Ezemple 2
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Signal d’entrée f(t)

Signal de sortie sans bruit

D=]1><—>xNI/]Ix<||=0.1655

o Soo EXsYeta}
D =|><—>x"|I/]Ix]||=0.0860=

ST
& U‘ll Ll "
.
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VVVVV

La réponse impulsionnelle h(t)

Signal de sortie g(t) avec bruit RSB=20 dB.

D=lly—>"II/II¥||=0.01937

o sSoo EX=Yeta}

g(t)

D=lly—>"II/lI¥||=0.01053

o sSoo EXsYeta}

o EXsY=Y 1000

Fi1c. 6.4 — Déconvolution par filtre de Wiener: Ezemple 2
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m n
9

Image d’entrée f(x La réponse impulsionnelle h(z

Image de sortie sans bruit Image de sortie g(z,y) avec bruit RSB=20 dB.

10 20 30 40 50 60

A=1 f(:v,y) A=.1 f z,y)

F1G. 6.5 — Restauration par la méthode de Hunt: Ezemple 1



104 CHAPITRE 6. REGULARISATION

m n
9

Image d’entrée f(x La réponse impulsionnelle h(z

Image de sortie sans bruit Image de sortie g(z,y) avec bruit RSB=20 dB.

A=1 f,y A=.1 flzy

Fi1c. 6.6 — Restauration par filtre de Wiener: Exemple 1
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Image de sor

i

1

~ ~ -~

A=1 f(z,y) A=.1 f(zy) A=.01  f(z,y)

F1G. 6.7 — Restauration par la méthode de Hunt: Ezemple 2
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

Image d’entrée f(z,y) La réponse impulsionnelle h(z,y)

150

~

A=1 f(z,y) A=.1 f(zy)

200 150 20(
~

Fi1c. 6.8 — Restauration par filtre de Wiener: Ezemple 2
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Chapitre 7

Classification des méthodes
d’inversion

L’objet de ce chapitre est de donner un apercu général des différentes approches pour
la résolution des problémes inverses, ce qui nous permettra de mieux situer ces différentes
méthodes. Dans le cas général, on peut distinguer deux approches: dans la premiere,
on travaille directement dans le cadre fonctionnelle et en dimension infinie (fonctions et
opérateurs) ; dans la deuxiéme, en revanche, dés le départ on discrétise les équations et on
travaille en dimensions finie.

Dans ce chapitre, j’ai voulu faire une classification un peu plus fine en distinguant
quatres approches:

M¢éthodes analytiques ol1, soit directement soit apres passage dans un espace dual,
on peut obtenir une expression analytique explicite de la solution en fonction de la
grandeur observable.

Meéthodes de développement en série oll 'on décompose la grandeur observable et
inconnue en une série de fonctions bien choisie pour pouvoir trouver une relation
explicite, simple et inversible entre les coefficients de ces deux développements.

M¢éthode de décomposition sur une base ou, 'on projette la grandeur inconnue sur
une base de fonctions bien choisie en fonction de 'opérateur la liant aux mesures, de
telle sorte que I’on puisse obtenir une relation explicite et inversible entre les mesures
et ces coefficients.

M¢éthodes algébrigues ou on projette aussi la grandeur inconnue sur une base de
fonctions bien choisie mais indépendantes de ’opérateur. De plus, ici on ne cherche
pas forcément une relation inversible entre les mesures et ces coefficients, mais on
travaille directement dans cet espace de dimension finie tout en étant conscient qu’il
faut apporter de l'information a priori pour obtenir une solution satisfaisante au
probléme.

L’objet de ce chapitre est de détailler ces approches pour montrer les limites de chacune.
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7.1 Méthodes analytiques

Dans ces méthodes, on fait I’hypothése que les mesures sont des échantillons d’une
fonction qui est liée & 'objet par une équation intégrale. On cherche alors une relation
analytique explicite pour l'inverser. L’outil ici est I’analyse fonctionnelle. Une fois cette
équation analytique trouvée, on la calcule numériquement. Evidemment, cette approche
ne peut étre utilisé qu’au cas par cas et en fonction de la nature de 'opérateur liant ’objet
a la grandeur observable.

Pour illustrer le principe de ces méthodes considérons par exemple, le cas de la re-
construction d’image en tomographie a rayons X. Si 'on modélise le lien entre les mesures
(projections) et I'objet par I’équation intégrale de la transformée de RADON R :

p(r) = [ F@a)é(r — zcos g - ysing) dody

alors on a une expression analytique pour son inverse:
Bp((and))
r drd
z:Y) ~on? / / (r — z cos ¢ — ysin @) ¢

qui est classiquement décomposée en trois opérateurs:

Op(r,9)
or

1 f°p
Transformée de Hilbert H : g(r ,a¢) =— / (ﬁ(ﬁfj) dr
7 Jo -

1 T
Rétroprojection B:  f(z,y) = 5 / g(r' = z cos ¢ + ysin ¢,4) dg

Dérivation D p(r,p) =

ce qui permet d’écrire :
f=BHDRf

On peut alors s’imaginer que le probléme est résolu et qu’il suffit de calculer cette ex-
pression intégrale d’une maniére numérique en approximant 1’équation intégrale par une
somme appropriée. En effet, si 'on connaissait parfaitement p(r,¢) pour tout r et tout ¢
alors cela pourrait fournir une solution satisfaisante. Mais, en pratique on connait p(r,¢)
pour des valeurs discretes de r et de ¢ et cela avec une pre(:151on finie. Alors, deux diffi-
cultés surviennent : la premiére est le calcul de la dérivée ( ’¢) et la seconde, 'intégration
par rapport a r due & la singularité du noyau de l’intégrale

C’est pourquoi, dans cet exemple précis de reconstruction d’image en tomographie X,
bien que ’expression de I'inversion était connue depuis longtemps, rares sont les méthodes
de reconstruction qui effectuent I'inversion directement de cette maniere. Il existe cepen-
dant un trés grand nombre de travaux basés sur cette cette équation, mais ou 'opération de
dérivation D = 22 (T %) est approximée par un filtrage passe haut et 'opération d’intégration
par rapport a la Varlable 7 qui correspond & une transformation de Hilbert # est aussi ef-
fectuée dans le domaine de FOURIER, et finalement, I’intégration par rapport & la variable
¢ est reconnue comme une opération de rétroprojection B.

En effet, notant que la dérivation par rapport & la variable r dans le domaine spatial
correspond & une multiplication par €2 dans I’espace dual et la transformation de Hilbert
correspond & un changement de signe dans l’espace dual, les deux opérations peuvent
s’effectuer dans cet espace par un filtre dont la fonction de transfert (réponse fréquentielle)
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est |2|. D’autre part, en dimension infinie, tous ces opérateurs sont linéaires et symétriques
et peuvent commuter, ce qui permet, par exemple écrire

f=BHDRf=HDBRf

Ainsi, on peut obtenir d’autres implantations algorithmiques pour calculer cette solution.
Pour pouvoir résumer les différentes méthodes qui peuvent étre utilisées pour le calcul de
la solution de la TR inverse, notons les opérateurs suivants:

Transformée de RADON R : p(r,¢) = // f(z,y)d(r — zcos ¢ — ysin¢g) dz dy

Dérivation D:  p(rg) = 29 ((97;:¢)

1 f°p
Transformée de Hilbert H:  g(r',¢) = —/ p(r,¢) dr
0

v (r—r!)

1 T
Rétroprojection B: flzy) = o / g(r' = z cos ¢ + ysin ¢,p) do
m™Jo

Transformée de FOURIER 1D Fj : P(Q,¢) = /p(r,¢) exp [—jQr] dr
TF inverse 1D Fi':  p(r¢) = /P(Q,qﬁ) exp [+7r] dQ
TF 2D Fy: F(wg,wy) = //f(ac,y) exp [—j(wex + wyy)] dzdy

TF inverse 2D F, ':  f(z,y) = //F(ww,wy) exp [~ Jj(wzx + wyy)]| dwy dwy

On peut alors résumer les différents algorithmes qui peuvent étre utilisés pour le calcul
de la solution de la TR inverse:

Malheureusement, bien que ces méthodes aient été utilisées avec succes dans certaines
applications, en particulier en imagerie médicale, leur utilisation pratique reste plus limitée
dans d’autres applications par exemple en contréle non destructif. En effet, souvent en
imagerie médicale on peut tourner autour de I'objet et on peut disposer d’un trés grande
nombre de mesures réparties d’une maniere uniforme autour de I'objet, mais dans les
applications telles qu’en controle non destructif, les mesures ne sont pas équiréparties sur
Iespace de la transformée, et elles sont tres limitées en nombre et entachées de bruit. Le
résultat est que: les solutions analytiques ainsi calculées sont rarement satisfaisantes.

Les figures de la page suivante illustrent ces difficultés.

De plus, modéliser la relation entre les données et les inconnues par une transformation
telle que 'on puisse trouver une transformation inverse analytique nécessite souvent des
approximations qui deviennent rapidement assez irréalistes. Par exemple, vouloir prendre
en compte la largeur du détecteur dans cet exemple met en cause le modele simple de la
transformée de RADON entre les projections et 1’objet.
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e Inversion directe:

p@)) Dérilvation ﬁﬂ;) Trans. de Hilbert gw) Rétroprojection f(ﬂ)
5-D H B
Z
e Rétroprojection des projections filtrées:
pﬁi;) TF N Filtre R TF Irivlerse g(?"_’,tf Rétroprojection f(ﬂ)
e Filtrage par convolution et rétroprojection :
p@}) Filtre 1-D gw) Rétroprojection | f (ﬂ)
|€2] B
e Rétroprojection suivie de filtrage en 2D :
p@)) Rétroprojection b(ﬂ) TF 2D . Filtr;z I TF Irivlerse
5 7 91 = VoZ TR 7
e Rétroprojection suivie d’un filtrage par convolution en 2D :
p@)) Rétroprojection b(ﬂ) Filtre 22—D , f(ﬂ)
B Q] = /w2 + w2

Fi1G. 7.1 — Méthodes analytiques pour Uinversion de la TR.

I@y)
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objets initiaux

64 projections

16 projections

8 projections
entre 0 et m/2.

F1a. 7.2 — Reconstruction par rétroprojection filtrée : Trois cas sont considérés : 64 projec-
tions, 16 projections réparties entre 0 et m et 8 projections réparties entre 0 et w/2.
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7.2 Méthodes de développement en série

Dans ces méthodes, on développe en série les fonctions f(r) et g(u)

Fr) = fbu(r), o) = 3" gubi(w),
k=1 k=1

en choisissant les fonctions by, telles que I'on puisse trouver une relation analytique simple
et inversible entre les coefficients de ces développements. Ensuite, 4 partir des mesures
g(ui)i = 1,--- K on détermine K coefficients gx,k = 1,---,K et on en déduit les K
coefficients fi,k = 1,--- K. Finalement, on reconstruit f (r) par

~ K
Flr)="3" frbi(r).
k=1

Le choix des by (r) est crucial pour la mise en ceuvre de cette méthode. Il dépend du
contexte.

Pour illustrer le principe de ces méthodes nous allons considérer deux exemples: le
premier est le probléme de la déconvolution et le deuxieme encore celui de la reconstruction
d’image en tomographie a rayons X.

Déconvolution :
Considérons le probleme de la déconvolution des signaux:

9(r) = [ £ o’

Sachant que les fonctions exponentielles sont les fonctions propres d’un tel opérateur, on
décide de développer les deux fonctions f(r) et g(r) en une série de ces fonctions:

f(r) = > frexp[—jkwor]
k

g(r) = > grexp[—jkwor]
k

11 est alors facile de montrer qu’il y a une relation tres facile entre les coefficients fi et g
qui est :

9k = Hi(wo) fx
ol

Hy(wp) = /h(r) exp [+jkwy] dr

On peut alors envisager une méthode d’inversion en trois étapes:

1. A partir des mesures g(r) on estime les K coefficients g par

1
gk = 2—/g(7") exp [—jkwor] dr, k=1--- K
T

2. On calcule les K coefficients f; en utilisant

9k

fr= T (w0)
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3. On calcule la solution par

K
f(r) =" frexp[—jkwor]
k

On peut facilement voir que lorsque wy = QT“ avec T la période d’échantillonnage des

signaux f(r), g(r) et h(r), on retrouve la notion de filtrage inverse. En effet, f, gx sont,
respectivement, les coefficients de la décomposition en série de FOURIER des fonctions f(r)
et g(r) et Hi(wp) est la réponse fréquentielle du systéme. La principale difficulté, comme
on le sait, se trouve dans 1’étape 2 lorsque certains coefficients Hy(wg) deviennent proche
de zéro (amplification du bruit).

Reconstruction d’image en tomographie a rayons X:

Nous avons vu que la relation entre un objet f(z,y) et ses projections p(r,¢) en tomo-
graphie & rayons X est donnée par la TR. Pour illustrer 1'utilisation de la méthode de
développement en série dans ce cas, écrivons la TR en coordonnées polaires (p,0) :

p(r:) =/0°° /OQWf(p,@)é(r—pcos(qﬁ—G)) pdpdd

Notant que p(r,$) est périodique en ¢ et f(p,d) est périodique en 6, on peut les développer
en série de FOURIER:

p(r,d) =D pr(r)exp[—jkg]l,  f(p.0) =) fulp)exp[-jk0],
k k

et on peut établir les relations suivantes entre les les coefficients py(r) et fi(p):

i) = 2" 1o T (%) (1 - ;-2) "

—-1/2
- Loy () ~_
o) = — [ IR (T)(H-1) @

avec Ty (t) = cos[k cos™! ¢].
On peut alors envisager une méthode d’inversion en trois étapes:
1. A partir des mesures p(r,¢) on estime les K coefficients py(r) par

) =5 [ plrd)expl-ibdl dg, k=1- K

2. On calcule les K coefficients f(p) en utilisant

_ o 9 —1/2
gk(p)z—l/ ka(r)Tk (5> (T—Q—l) dr, k=1---,K
p

wp or p) \p
3. On calcule la solution par

K

F(p,0) = fi(p) exp [—jk0]

k
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Notez que I'étape la plus délicate dans ce cas est la deuxieéme, car elle nécessite le calcul
d’une intégrale avec un noyau ayant des singularités.

Dans le cas général, malheureusement, ces méthodes ont aussi une utilisation pratique

limitée car:

1. Dans la plupart des applications réelles on ne dispose pas d’expression analytique
pour le noyau de I’équation intégrale. De plus on n’a pas, en général, de symétrie
de telle sorte que I'on puisse choisir les fonctions by (r) satisfaisant & une relation
analytique, simple et inversible avec gy ;

2. La solution ainsi obtenue est trés sensible d’une part au choix du seuil de troncature
K de la série et d’autre part a la maniere d’approximer le calcul de I'intégrale qui
nous donne ces coefficients;

3. La solution ainsi obtenue peut étre tres sensible aux erreurs de modélisation comme
par exemple lerreur géométrique dans les applications d’imagerie.
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7.3 Meéthodes de décomposition sur une base

Dans ces méthodes, on fait 'hypothése que la solution du probléme, c’est & dire la
fonction objet, peut étre décomposée en un nombre fini de fonctions de base b;(r):

N
flr) = Z fnbn(r)
n=1

Ces fonctions sont choisies en rapport avec les propriétés du noyau h(r,r’') de 'équation
intégrale, de telle sorte qu’'une fois la fonction objet décomposée sur cette base et remplacée
dans I'équation d’observation :

glrm) = / F(r!) (') dr! = / S Fuba () h(r ) d’

N N
= an/bn(rf) h(rmr')dr' =Y foHij, i=1,---,M,
n=1 n=1

on puisse calculer analytiquement les coefficients H;;.
Notons que cette relation peut s’écrire sous la forme:

g=Hf

ou H est une matrice avec les éléments H;;, g = [g1,- - ,9m] et f = [f1, -, fn].
Ensuite, deux approches sont courantes :
1. Choisir N = M et espérer inverser directement la matrice H et résoudre ainsi ce
systeme d’équations pour obtenir les coefficients de la base f;;

2. Choisir N < M et essayer de résoudre ce systéme au sens des moindres carrés ou au

sens de l’inversion généralisée.

Pour illustrer cette approche, considérons un exemple de probleme inverse que 1’on
rencontre en imagerie par microscopie électronique pour imager la distribution p(r) de
la densité de la charge électrique du noyau d’un atome en mesurant une quantité F.(q)
appelée le facteur de forme. Le lien entre ces deux quantités est décrit par la relation
intégrale suivante:

F.(q) =4nx /Ooo r2 Jo(qr)p(r) dr (7.1)

ou Jy est la fonction de Bessel d’ordre zéro et g est la valeur absolue du moment de
transfert. Lors de 'expérimentation on peut mesurer F,(g) pour un nombre trés réduit de
g ={q1, - ,qm} et Iobjectif de 'imagerie est de déterminer la fonction p(r).

Dans cet exemple, supposant que p(r) s’annule au dela d’un rayon R, un choix judi-
cieux de fonctions de base est :

p(’l‘) — { g:]nvzl fnJO(QnT) : § gz (7.2)

Avec ce choix, et en utilisant une des propriétés d’orthogonalité des fonctions de Bessel :

R, R3
| 7)) dr = <2 I @0 (73)
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il n’est pas difficile de montrer que:

F.— Af (7.4)
avec q = {CI17"';CIM}; Fc = {Fc(ql)a"'aFc(QM)}a f = {fla"'afN} et

4 A7 R? (=)™
e qm (Qch)2 - (77,7'(')2
En effet, remplacant (7.2) dans (7.1) on a

sin(gmRe)- (7.5)

Re N
Fe(gm) = 4”/0 r? Jo(gm) Z fndo(gnr) dr
n=1
N R
= Ar Z fn/o 2 Jo(gmr)Jo(gnr) dr
n=1

N
= Z anmn
n=1

avec Ay, définie par (7.5).
Notons que, si M = N et si les mesures pouvaient étre faites exactement aux points

gn = F, alors la matrice A serait une matrice diagonale avec les éléments diagonaux
C

3
Apn = %Jf(anC). On pourrait alors obtenir directement les coefficients f,, par

Fe(gn)
= 7.6
n Zﬂ'Rg J12 (gnRe) (7.6)
Ceci est due au fait que si ¢, = %’Z la base choisie est une base orthogonale.

En général cependant, les mesures sont faites aux points qui ne sont pas équirépartis
et la matrice A n’est plus diagonale. De plus, il n’y a aucune raison de choisir M = N,
car on peut toujours essayer d’estimer f au moins par MC:

(A'A)TA'F, siM >N
AYAAY'F, siM <N

)
I

ou par MC de norme minimale (MCNM) :

(A'A+XI)'A'F, siM >N
AYAA' +AI)'F, siM <N

)
I

ou encore par d’autres méthodes.
Les figures qui suivent montrent quelques exemples de simulation pour ce probléme.
Ces méthodes ont une portée un peu plus générale que les méthodes analytiques
précédentes; elles peuvent étre utilisées lorsqu’on a une expression analytique du noyau
de T’équation intégrale qui lie les mesures & ’objet et lorsqu’il y a une base convenable
telle que la fonction désirée puisse se décomposer sur cette base avec un nombre faible de
coefficients.
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Cependant, ces méthodes aussi ont une utilisation pratique limitée car:

1.

dans la plupart des applications réelles on ne dispose pas d’expression analytique
pour le noyau de 1’équation intégrale (prenez par exemple le cas de la déconvolution
des signaux ou celui de la restauration d’image);

11 est assez difficile de trouver une base orthogonale et complete;

La solution ainsi obtenue est, en général, trés sensible au choix du seuil de troncature
N de la série.

Lorsque N est grand, la matrice A peut étre trés mal conditionnée.

Lorsqu’on a une information a priori sur la solution (par exemple la positivité) il est
difficile de transmettre cette information sur les coefficients.
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Charge density Form factor

Charge density
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Figure a: La densité de charge théorique p(r) [gauche], le facteur de forme théorique
log || F¢(q)|| et les données utilisées pour les simulations [droite].
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Figure b. Résultat de reconstruction de p(r) obtenus par MC (points) et par MCNM
(tirets) pour N = 5 [gauche| et les facteurs de formes correspondants log || F.(q)|| [droite].
Dans ce cas les deux solutions sont pratiquement identiques car la matrice A’A est bien
conditionnée.

1.2

Charge density Form factor
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Figure c. Résultat de reconstruction de p(r) obtenus par MC (points) et par MCNM
(tirets) pour N = 10 [gauche] et les facteurs de formes correspondants log || F,(g)|| [droite].
Dans ce cas la matrice AA? est mal conditionnée, alors que la matrice AA® + AT est bien
conditionnée. C’est pourquoi, la solution MC n’est plus satisfaisante, alors que la solution

MCNM est encore satisfaisante.

Fic. 7.3 — Illustration de la méthode de décomposition sur une base.
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7.4 Méthodes algébriques déterministes

Dans ces méthodes on commence par discrétiser la fonction objet f(r) et par conséquent
I’équation intégrale avec la résolution maximale souhaitée. Une maniere de faire cette
discrétisation est, comme dans le cas précédent, de décomposer la fonction f(r) sur une
base:

flr)= Z fabn(r),

sauf qu’ici les fonctions de base sont choisies parmi

bu(r) = §(r —nA) (7.7)
ou
)1 sire[(n—1)AnAl
ba(r) = { 0 aslleurs (78)
ou encore (pour un échantillonnage non régulier)
)1 sireD,
bn(r) = { 0 aslleurs (7.9)

avec Dy, un ensemble de régions dans le domaine de la fonction telle que D;N.D; = 0,Vi # j
et UDj =S.

‘ _ _J 1 sizenAz,(n+1)Az]
bp(z) = §(z — nAx) b (z) = { 0 sinom
EEEN 1
n n+1 T n n+1 T
Az Az
Cas 1D
1 si ze€eD 1 sixzeD
br, = . by, = .
bp(z) = 0[z — nAz)d(y — nAy) (@) { 0 siz¢D (@) { 0 siz¢D
A A 1 [ 1 ‘ ﬂ
Y Y
: « gh e
T
e A / Ay
T Y T .
Cas 2D

Fi1Gc. 7.4 — chantillonnage et fonctions bases.

Les pas d’échantillonnage A = {A1,Ay,---} sont choisis en faisant un compromis entre
la résolution maximale souhaitée et le cotut de calcul.
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On obtient ainsi, comme dans le cas précédent, un systéme d’équations linéaires de la

forme:

g=HFf,
ou f est un vecteur de dimension N contenant les coefficients f,,. La différence essentielle
est dans la signification de ces coefficients. En choisissant les fonctions de base (7.7),
ces coefficients représentent les échantillons de la fonction f, alors qu’en choisissant les
fonctions de base (7.8) ou (7.9), ces coefficients représentent les valeurs moyenne de la
fonction f dans des régions [(n — 1)A,nA] ou D;.

Ainsi, contrairement aux méthodes décrites précédemment, dans ces méthodes cette
discrétisation se fait sans trop se soucier du choix des fonctions de base, du nombre de ces
fonctions (on suppose en général que l'objet est & support borné et on choisit un pas de
discrétisation de I’espace le plus petit correspondant & la résolution souhaitée), du mauvais
conditionnement de la matrice H et des erreurs de discrétisation. En effet, la résolution
de ces problémes est laissée & la charge de la méthode de régularisation qui suit.

11 serait en effet illusoire de vouloir se ramener & une équation de la forme g = H f
avec H une matrice carrée et inversible et vouloir proposer la solution } = H g

11 serait de méme illusoire de se contenter des solutions du type pseudo-solutions

~

f=arg m;n{A(g,Hf)}

ou A(.,.) est une mesure de distance dans ’espace des mesures, ou les solutions au sens
des moindres carrés:

~

f= argn;n{ng - Hf|?}

qui satisfont I’équation normale

H'Hf = H'g
ou encore, la solution inverse généralisée (IG) qui est la solution de norme minimale de
cette équation normale. Ces solutions restent trés sensibles aux erreurs de discrétisation et
de mesure b. Il faut introduire une information a priori de maniere explicite sur la solution
et sur les erreurs de mesure; il faut régulariser.

Parmi les méthodes de régularisation déterministes, on peut citer les méthodes basées
sur la décomposition tronquée des valeurs singulieres, les méthodes itératives de minimi-
sation d’un critere du type J(f) = ||g — H f||?, avec un nombre limité d’itérations ou avec
des contraintes supplémentaires du type positivité par exemple, ou encore des méthodes
qui minimisent un critére mixte du type

J(f) = lg — HfII” + XH(f),

ou H(f) est une fonctionnelle régularisante et A est le coefficient de régularisation.
De maniére encore plus générale on peut définir la solution régularisée comme celle qui
minimise un critere de la forme

J(f) = Al(g,Hf) + AAQ(fa.fO)7

ou Aq et Ay sont deux distances et f est une solution par défaut (a priori).
Parmi ces méthodes, la derniere a été utilisée avec succes dans un grand nombre d’ap-
plications. Cependant elle souffre des limitations suivantes:
1. le choix de la fonctionnelle H(f) est assez arbitraire et on manque d’arguments pour
le choix du parameétre de régularisation A;
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2. le bruit b est pris en compte mais de maniere implicite; la prise en compte explicite
des caractéristiques du bruit n’est pas aisée;
3. il n’est pas aisé non plus de prendre en compte explicitement des informations sta-
tistiques sur la solution.
Pour remédier 4 ces difficultés il n’y a pas d’autres solutions que de considérer la résolution
du probleme inverse comme un probleme d’estimation probabiliste.

7.5 Meéthodes probabilistes

L’idée de base dans ces méthodes est de dire que lorsqu’on cherche & résoudre d’une
maniere satisfaisante un probléeme inverse il faut

— prendre en compte explicitement les erreurs : non seulement celles de la discrétisation

mais aussi celles due aux mesures et celles due & modélisation ;

— prendre en compte les informations a priori; et

— caractériser I'incertitude qui reste dans la solution proposée.

L’outil mathématique théorie des probabilités est alors 'outil idéal. On utilise cet outil
pour représenter l'incertitude sur les mesures et/ou le manque de connaissance parfaite
sur une grandeur par une loi de probabilité, et ensuite on utilise la notion d’estimation
pour déterminer les grandeurs inconnues. On peut distinguer alors plusieurs approches ou
classes de méthodes:

1. L’approche ou les méthodes qui n’utilisent que les moments — jusqu’a ’ordre deux,
ce qui implicitement revient & faire I’hypotheése gaussienne — d’ordre plus élevé. On
cherche & lier les moments de la grandeur observée aux moments de la grandeur
inconnue afin de les déterminer en inversant ce lien. On peut citer en exemple le
filtrage optimal en restauration des signaux. Le principal avantage de ces méthodes
est la facilité de mise en ceuvre et le fait que la formulation du probléme peut se
faire en continu ou en discret.

2. L’approche estimation statistique classique ou I'on prend en compte explicitement
le caractére incertain des mesures en la caractérisant par une loi de probabilité
conditionnelle p(g|f). On considére ensuite p(g|f) comme une fonction de f que
l’on nomme la fonction vraisemblance V(f). On définit alors un critére basé sur
cette fonction, par exemple le maximum de vraisemblance (MV), qui permet alors
d’estimer f.

Mais malheureusement, ces méthodes ne peuvent pas fournir de solutions satisfai-
santes & des problemes inverses, oll souvent le nombre de parameétres & estimer est
aussi grand, sinon plus que le nombre de points de mesures.

3. L’approche estimation statistique bayésienne oll non seulement on prend en compte
I'incertitude sur les mesures, mais aussi on attribue une loi a priori aux inconnues
f qui traduit notre information a priori sur ces inconnues. Ainsi, on peut combiner
I'information contenue dans les données et cette information a priori si nécessaire
dans des problémes inverses.

On retrouve en effet la principale idée de la régularisation qui consiste & combiner
Iinformation contenue dans les données et celle contenue dans 1’ a priori.

4. Enfin, on peut aussi noter I’approche basée sur le principe du maximum d’entropie.

L’idée de base peut se résumer dans les étapes suivantes:

— on définit une loi a priori po(f) ou plus généralement une mesure de référence
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pour traduire notre information a priori sur ces inconnues.

— on considére les mesures comme des contraintes sur la loi a posteriori p(f), mais
ces mesures n’étant pas suffisantes pour déterminer d’une maniére unique p(f),

on choisirait la loi p(f) qui est la plus proche de po(f) au sens da la mesure de
Kulback, et finalement,

— on définit comme solution du probléeme inverse la moyenne de cette loi.

Nous allons détailler ces approches dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Approches probabilistes

Nous avons distingué quatre approches probabilistes différentes pour la résolution des
problémes inverses. L’objet de ce chapitre est de détailler un peu plus ces approches.

Dans ce chapitre, nous aborderons les trois premieres approches, en montrant par des
exemples simples leur limites. Nous réservons une place privilégiée 4 I’approche bayésienne
qui sera détaillée dans un chapitre séparé.
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8.1 Approche n’utilisant que les moments

Dans cette approche, on considere que les grandeurs observées et inconnues sont bien
des fonctions aléatoires, on se limite & caractériser les lois de probabilités de ces grandeurs
que par leurs moments, souvent jusqu’a ’ordre deux. Ensuite on établit un lien entre
les moments des grandeurs observées et ceux des grandeurs inconnues puis on cherche a
I’inverser.

Mais, un point qui est souvent laissé pour compte est: I'estimation des moments des
grandeurs observées. Souvent on fait 'hypothése que ’on peut estimer ces moments par
les moyennes empiriques. Ceci peut étre raisonnable lorsqu’on se limite aux moments
d’ordre un et deux, mais cela devient inefficace pour les moments d’ordre supérieur. C’est
d’ailleurs dans le premier cas que ces méthodes trouvent particulierement leur intérét :
c’est ’estimation en moyenne quadratique.

Pour illustrer cette approche, nous allons considérer le cas du filtrage optimal de Wiener
pour la résolution du probléeme de déconvolution de signaux.

Filtrage optimal de Wiener:
Considérons le probléme de la déconvolution des signaux:

g(t) = h(t) = f(¢) + b(t)

supposouns que f(t), b(t) et g(t) sont des fonctions aléatoires et cherchons & lier les moments
d’ordre un:

Elg®)], EB®)] et E[f(?)]

et les moments d’ordre deux:

() = Elg)g(t+71)],
(1) E[f@)ft+7)],
Ryp(t) = Rpp(—7) =E[b(t)f(t+7)]
(1) = Ryg(=7) =E[g(t)f(t + 7)]
de ces grandeurs. Faisant I'hypotheése que f(t) et b(¢) sont indépendantes. On obtient :

E[g(t)] h(t) « E[f(t)] + E[b(¢)]
Rgy(7) h(t) % h(t) * Ryf(7) + Ryp(7)
Ryp(1) = h(t) * Rps(7)
Passant dans le domaine de FOURIER on a:
Sgglw) = |H(w)|25ff(w) + Rpp(w)
Sor(w) = H(w)Sgr(w),
Srew) = H(w)Sys(w),

~

L’objectif du filtrage optimal est de fournir une solution f(¢) qui s’obtient par un
filtrage linéaire de g(t): R
f(t) =w(t) * g(t)

et la réponse impulsionnelle du filtre w(t) est telle que 'erreur quadratique moyenne

QM =& (1) - F))’|
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b(t)

flt)— H(w) 9(t) gt)— W) )

Modele d’observation Déconvolution par filtre de Wiener.

Fic. 8.1 — Filtrage de WIENER.

soit minimale.
En utilisant le principe d’orthogonalité :

E[(f(t) —w(t) *g(t)) gt —7)] =0 Vt,7 — Ryy(7) = w(t) * Ryy(7).
Passant dans le domaine de FOURIER on a:

_ Sfg(w) _ H*(w)Sff(w)
Sgg(w)  [H(w)]*Sgs(w) + Spp(w)

W(w)

Remplacant pour les expressions de Sy4(w) et Sgq(w) on obtient :

Ww) = — L @Sylw) 1 H(w)]”
|H(w)[2Sfp(w) + Sew(w)  H(w) |H(w)|2 + %

La difficulté dans cette approche commence lors de la mise en ceuvre réelle de la
méthode. En effet, il faut pouvoir estimer Sgq(w) et Syq(w) ce qui nécessite la connaissance
a priori de Syr(w) et de Spy(w).

Souvent, en pratique on fait ’hypothése que

Spp(w)

Spr(w)

avec r une constante représentant 1’inverse du rapport signal & bruit. Avec cette hypothese
on a

1 H(w)|?
Wiy - L HOr
H(w) [H(w)] +r
Cette hypotheése n’est cependant pas trés réaliste car elle considére que le signal et le

bruit ont la méme forme de spectre, ce qui est rarement le cas. En effet, on peut souvent
considére le bruit blanc, mais le signal que ’on cherche n’a pas le méme spectre.

Notons que lorsque r — 0 on retrouve le filtrage inverse.
Une autre hypothése plus réaliste consiste & supposer

o v = DW)P
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ou D(w) représente la fonction de transfert d’un filtre passe-haut. Avec cette hypothése

on a
1 [ H (w)|?

W(w) = .
H(w) [H(w)[* +|D(w)[?
Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il existe un lien entre cette approche et celle de
Iestimation bayésienne dans le cas linéaire avec des lois gaussiennes.
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8.2 Estimation au sens du maximum de vraisemblance

Dans cette approche on prend en compte explicitement le caractere incertain des me-
sures en les caractérisant par une loi de probabilité p(g|f).

L’idée de base ensuite est de considérer p(g|f) comme une fonction V(f) = p(g|f)
appelée fonction vraisemblance. On définit alors la solution ;‘ du probleme inverse comme
P’argument qui maximise cette fonction :

~

= arg max =argmin{—In
f=arg 4 {p(g|f)} = arg f{ p(glf)}

Exemple 1: Loi Gaussienne :
Considérons le modele g = H f +b et supposons que b puisse étre modélisé par un vecteur
aléatoire centrée, blanc et gaussien:

b ~ N(0,07) — b~ N(0,02T) — glf ~ N (HFf,071).

On en déduit alors:

p(glf) = Kexp lﬁ[g—ﬂf]t[g—ﬂf]] -

L’estimé au sens du MV devient alors:

~

f = axgmin{~ Inp(g|f)} = argn;n{ug - Hf|?}

et on retrouve I'estimation au sens des moindres carrés.
Si nous connaissons un peu plus sur les caractéristiques des b;, par exemple si les b;
ont des variances différentes, alors

bi ~ N(0,67)

et il n’est pas difficile de montrer que
1 B
p(glf) = Kexp | 5(g — H'W (g - HJ)|

avec W = diag {0?,---,02,}. Alors,

~

f = argmin (-~ Inplg|f)} = argn;n{ug - Hfl}y )

et on retrouve 'estimation au sens des moindres carrés généralisés.
L’extension au cas d’un modele non linéaire se fait aussi trés facilement.

Exemple 2: Loi Gaussienne généralisée:
Supposons maintenant que les b; suivent une loi gaussienne généralisée :

b; ~ p(b;) ox exp[-p|bi|P], >0, 1<p<2

Si on fait I’hypotheése que b est blanc alors on a:

M M
b~ p(b)  exp [—ﬁz |bi\p] —s —Inp(b) = K+ 8 [bif?
i=1 i=1
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On en déduit alors: u
—Inp(g|f) =K+ B _|g: — [Hf.
i=1
L’estimé au sens du MV devient alors:

M
f= argn}in{— Inp(g|f)} = argn}}ﬂ {Z l9i — [Hf]il”} = argrr;;n{llg - Hf||P}

i=1

et on retrouve l’estimation au sens des moindres carrés.

Exemple 3: Loi Gamma:
Supposons maintenant que les b; suivent une loi de gamma,:

bi ~ G(a,B) — p(bi) = K;b; “ exp [—b;]

et si on fait 'hypotheése que b est blanc (b; et b;) indépendantes Vi,j,i # j, on a

M M
p(b) = Hp(bz‘) — Inp(b) = K +)_ alog(b;) + fbi.

=1

On en déduit:

M
np(glf) = K + ) alog(gi — [H i) + B(g: — [H f):)

=1

et

~

f= argnagn{—lnp(glf)}-

Iln’y a pas d’expression analytique pour cette solution, mais elle peut étre calculé numériquement
par un algorithme itératif.

En conclusion:

— L’approche MV permet de mieux prendre en compte la nature du bruit en lui attri-
buant une loi de probabilité p(b), ou, d’'une maniére plus générale, I'incertaine sur
les mesures en leur attribuant une loi de probabilité p(g|f) ;

— Dans le cas gaussien on retrouve l’estimation au sens des moindres carrés;

— Cette approche peut fournir des résultats satisfaisants lorsqu’elle est utilisée en com-
binaison avec une modélisation paramétrique des inconnues avec un nombre de pa-
rametres tres inférieure au nombre de données indépendantes. Malheureusement,
cette approche donne rarement des résultats satisfaisants pour la résolution des
problémes inverses dans le cadre algébrique ol le nombre d’inconnues est du mémes
ordre de grandeur voir plus grand que le nombre des mesures. C’est pourquoi, cer-
tains auteurs ont proposé une approche dite Mazimum de vraisemblance pénalisée
qui consiste a définir la solution par:

~

f= arg;nin{— Inp(g|f) + &(F)}

ou ¢(f) est une fonction de pénalisation choisie d’une maniére adhoc pour permettre
d’obtenir une solution satisfaisante. Nous verrons alors que cette approche peut
mieux étre interprétée dans le cadre de l'inférence bayésienne o ¢(f) = — Inp(f)
avec p(f) la loi a priori.
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8.3 Approche du maximum d’entropie

Avant de voir comment le principe du maximum d’entropie peut étre utilisé pour la
résolution des problémes inverses, nous allons rappeler un certain nombre de définitions
et de notions qui seront essentielles pour la compréhension de cette approche.

8.3.1 Définition de I’entropie

Le principe du ME peut étre approché de différentes manieres. L’approche de la
théorie de 'information [SW48] est sans doute la mieux adaptée & notre probléme. JAYNES
([Jay68, Jay82, Jay85]) est parmi les premiers auteurs modernes & avoir introduit le for-
malisme du ME par ’approche de la théorie de I'information. Cette notion d’entropie est
introduite de la maniére suivante : considérons une variable aléatoire discrete X produisant
des réalisations & = {z1,z2,- -,z } et attribuons les probabilités p = {p1,p2,-- - ,pn} & ces
réalisations pour représenter notre information partielle sur cette variable. On définit la
quantité I; = In(1/p;) comme la quantité d’information apportée par la réalisation z; .

Le raisonnement intuitif conduisant & cette expression est le suivant : plus un événement
est rare, plus le gain d’information obtenu par sa réalisation est grand. L’utilisation du
logarithme rend additif le gain total d’information obtenu par la réalisation de plusieur
événements indépendants. On définit alors I’entropie d’un processus par la somme pondérée
des informations individuelles de chaque réalisation. C’est la définition de I’entropie donnée
par SHANNON:

n 1 n
S(p)=) piln—=-> p;Inp;. (8.1)
i=1 Pi i=1
L’entropie S est une mesure d’incertitude de la distribution p = {p1,p2, - - - ,pn }, déterminée

uniquement par certaines régles élémentaires de cohérence logique et d’additivité ([Jay82,
Jay85, Bal82]).

Généralisant ce concept, on définit — In(g;/p;) comme le gain d’information, sur une
probabilité a priori p;, apporté par la connaissance de la probabilité g; de réalisation de
I’événement x;. On définit alors:

n n
Dbi qi
S(qap) = - E qi In= = E qi ln_za (82)
i—1 CR— Di

appelée entropie croisée ou entropie relative de la distribution ¢; par rapport a la distri-
bution p;. Notons ici qu’il y a un changement de signe pour des raisons historiques et il
est clair que la minimisation de I’entropie croisée S(q,p) se réduit & la maximisation de
Pentropie S(q) si I'a priori p est uniforme.

Sous réserve de quelques précautions, on peut généraliser ce qui précede au cas de
distributions continues, et définir I'entropie [SW48] par:

S() = - [ plo) np(s) do, (83
et 'entropie croisée par:
= - x HM x
S(ap) =~ [ ale) w25 aa. (8.4
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8.3.2 Lois a maximum d’entropie

Voyons maintenant ce que signifie le choix d’une distribution de probabilité & maximum
d’entropie contenant une information a priori, ou qui soit compatible avec des contraintes
connues sur cette distribution. Pour cela, précisons tout d’abord la signification de I’infor-
mation contenue dans une distribution de probabilité {p1,p2,- - ,pn}. A Tévidence il faut
que 'on puisse extraire cette information de cette distribution. Considérons une variable
aléatoire discrete X qui peut prendre des valeurs ¢ = {z1,z2, - -,z } avec une distribution
de probabilité p = {p1,po,- - ,pn}. Maintenant si on nous demande quelle est la meilleure
estimée $ d’une fonction ¢(X) au sens du minimum de erreur quadratique moyenne. La
solution est immédiate :

n

¢=E[¢] = > pi (i)

=1

C’est un probléme direct et bien-posé. Inversement, si 'on se pose la question d’ajuster
une distribution p pour incorporer une information donnée sur la fonction ¢(X), il faut
se poser la question suivante:

connaissant une regle d’estimation précise, par exemple la minimisation de

Ierreur quadratique moyenne, comment choisir p pour que l'on ait 5 =E[¢]?
Le probléme est qu’il existe, en général, beaucoup de distributions qui satisfont cette
contrainte. Il s’agit d’un probléeme inverse mal posé au sens ou la solution n’est pas unique.
Le principe du maximum d’entropie nous permet alors de choisir une solution.

Soit maintenant le cas plus général ou nous considérons les m fonctions

{$1(X),p2(X), - - ,¢m(X)} pour lesquelles nous avons un ensemble de données {d;,da, - - - ,dmm }
pouvant s’exprimer sous la forme des m contraintes simultanées suivantes:

E[pp(X)] =D pide(zi) =dp, k=1,---,m.
im1

Dans chaque probléme, ces données {d;,ds, - - - ,dp, } peuvent avoir des interprétations phy-
siques différentes et la difficulté consiste & incorporer ces données (contraintes) dans
notre distribution de probabilité. Nous voulons ajuster la distribution de probabilité
{p1,p2, - ,pn} & nos données. En général, le nombre des contraintes m est inférieur &
n et il y a une infinité de solutions & ce probléme. En d’autres termes, on peut trouver
une infinité de distributions de probabilité {pi,p2,---,pn} qui satisfont ces contraintes.
C’est ici que le principe du maximum d’entropie est mis en ceuvre pour choisir, parmi ces
solutions possibles, celle qui a I’entropie maximale, c’est-a-dire la loi qui satisfait toutes
les contraintes (toute I'information connue) et qui est la moins compromettante vis-a-vis
de toute autre information inconnue. Le mot information devant étre pris au sens de la
définition de I'information moyenne ou de ’entropie de Shannon (équation 3).
Le probléme se formule ainsi:

Probléme P1:
n
maximiser S(p) = — Zpi In p;,
i=1

n
sous les contraintes Zpi dp(z;) =dg, k=1,---,m.
i=1
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La solution est obtenue par une technique variationnelle de multiplicateurs de Lagrange
et est donnée par:

1 .
pi:mexpl ZAkQSk ‘TZ‘|, 1=1,--n, (85)
ol
n m
Z(A1,- - Am) = ) exp l— > )\k¢k($i)] (8.6)
i=1 k=1
est la fonction de partition, et les {A1,A9, - - - , A, } sont déterminés par le systéme d’équations:

OlnZ(A1,---,\m)
Ok
avec m données di et m inconnues \;. Notons que ce systéeme d’équations n’est autre que

le systéme d’équations des contraintes constituées par les données.
La valeur maximale de ’entropie est :

—dy, k=1,---,m, (8.7)

m
Smax =InZ + ) Apdy.
k=1

Si on note Ay = In Z on peut vérifier facilement les propriétés suivantes:

_g—i\\i = E [¢p(z;)] = dy, (8.8)
9%\
~on = B[R] - & = Varlpu(a)], (5.9)
2
8?\k20)\l E [¢r(zi)dui(zi)] — dedy = Cov {¢p(w:),¢1 (i)} - (8.10)

8.3.3 Lois a minimum d’entropie relative

L’extension de ce qui préceéde au cas de I’entropie croisée se formule ainsi:

Probléme P2:
Etant donné une distribution de probabilité a priori p = {p1,p2,---,pn}, déterminer la
distribution de probabilité a posteriori ¢ = {q1,92,- - ,¢»} qui minimise

—Zq, ln— Zq, ln—
i
et qui satisfait les m contraintes
n
ZQZ' ¢k($z) =dg, k=1,---,m.

La solution est obtenue, 1a aussi, par une technique variationnelle de multiplicateurs de
Lagrange et donnée par:

1 .
q; = _pz €xXp l Z)‘k¢k T ] y U= 15"'ana (811)
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ol
n m
Z(A1, - Am) = Y pi €xp [— > Ak‘ﬁk(-’”i)] (8.12)
i=1 k=1
est la fonction de partition, et les {A1,A2, - - - , A, } sont déterminés par le systéme d’équations

(9)-
8.3.4 Extension au cas continu
Dans le cas continu, les définitions (8.3) et (8.4) conduisent &:

Probléeme P3:
maximiser S(p) = — /p(:c) Inp(z) dz,

sous les contraintes /gbk(a:)p(x) dz=dg, k=1,---,m.

La solution est

1 m
p(x) = — exp | =Y Mg() |, (8.13)
z k=1
ou .
Z(A,,Am) /exp[ ka ] dz (8.14)
est la fonction de partition, et les {A1,A2, - - - , A, } sont déterminés par le systéme d’équations

(9)-

Probléme P4:
Etant donné une densité de probabilité a priori p(x), déterminer la densité de probabilité
a posteriori q¢(x) qui minimise ’entropie croisée

Sap) =~ [atr) WA as,

et qui satisfait les m contraintes

/qﬁk o)de=dg, k=1,---m
La solution est
1
g(z) = - p(w) exp l Z Aer (x ] (8.15)
ou
20+ ) = [ plo) exp [ Z e (z ] dz (8.16)
est la fonction de partition, et les {A1,A2, -+ A} sont déterminés par (9).
Notons également que le vecteur A = (Aq,---,\;,) dans tous ces problemes peut étre

considéré comme la solution du probléme d’optimisation suivant :

Probléme dual des problémes P1-P4:

X = argmin {D()\) =Ald+1In Z()\)} (8.17)
A
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oud = (di,---,dy). Ce probleme d’optimisation est appelé probléme dual des problémes
P1-P4. Notons que ’expression de Z(\) est différente suivant le probléme.

Une présentation légerement différente de ces relations peut étre obtenue si on définit
gbo(.’l?) == 1, et d() = 1,

ce qui permet d’inclure la contrainte de normalisation de g(z) et de formuler le probleme
précédent de la maniére suivante:

minimiser S(g,p) = — /q(:(;) 2% dz,

sous les contraintes /cﬁk(ac) g(z)dz =dg, k=0,---,m

La solution peut étre écrite sous la forme

q(z) = expl ZAm ] (8.18)

et les {A\g,A1,A2,- -+ ,Ap} sont déterminés par:
G(A()aAlaAQa a /¢k eXP [ Z >‘l¢l ] dz = dka k= 07 Tre,Mm. (819)
On remarque que Ag est relié a la fonction de partition Z par Z = —exp [A¢], et on a:

M=-InZ= —ln/ ) exp l Z e b ( ] dz. (8.20)

Les autres coefficients A sont déterminés par le systéme d’équations :

0
— =1.---.m. 21
9Ak )‘0(/\17 7)‘71,) dka k 3 ’ (8 )

Notons aussi que la valeur minimale Sp,in(g,p) peut étre exprimée en fonction des A\; par:

SIIIIII( ) =—Ao — Z )‘k¢k (822)
k=1
Il n’est en général pas possible d’obtenir une relation explicite pour les coefficients Ag.
On résoud alors le systéme d’équations (8.19) numériquement par des méthodes itératives.
Cependant, dans certaines situations simples on peut résoudre le probleme d’une facon
analytique [Jay82, JS84]. Le tableau 1 montre quelques exemples de lois, que ’on obtient
sous forme analytique, en résolvant le probléeme P3:

maximiser S(p) = —/p(:v) Inp(z)dez,

sous les contraintes /(;Sk(x)p(a:) der=d, k=1,---.m
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Tableau 1: Exemples de lois & maximum d’entropie.
contraintes domaine de z | loi de probabilité
bi(z) = o s€Ry  |p(e) =L exp[-ual
loi exponentielle
$1(z) = |z| zeR p(z) = 5 exp [—plz]]
loi de LAPLACE
$1(z) =z zeR (z) = L ox [_ (w—m)Z]
¢a(z) = 2 PR = Varg? P 7207
loi de Gausse
pi1(z) =z seR p(z) o«exp[-Alnz — pz]
¢o(z) =Inzx + o 27 exp [—pz]
loi Gamma
¢1(z) =Inz 2 €0, 1] p(z) oxexp[-Alnz — pln(l — 7))
¢2(z) = In(1 — x) ’ oz M1 —z)7H
loi Béta
¢$1(z) =Inz 2> 0 p(z) o exp[-Alnz — pz?)]
$o(x) = 2 o« 7% exp [—pz?]
loi de Rayleigh

8.3.5 Extension au cas multivariable

Toutes ces relations peuvent étre généralisées au cas multivariable. Par exemple le

probleme P4 devient :

Probléme P5:

Etant donné une densité de probabilité a priori p(x), déterminer la densité de probabilité
a posteriori g(x) qui minimise ’entropie croisée

San) =~ [ al) W2 da,

et qui satisfait les m contraintes

/¢k(w) q(.’D) de = dka k= ]-a Y

La solution est
1

¢(x) = — p(z) exp

ou

l_ i Ak¢k(w)] )
k=1

Z()‘la T ,)‘m) = /p(w) exp [_ i Ak¢k(w)] de
k=1

(8.23)

(8.24)
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et les {A\1,A2,---,A\n} sont déterminés par:

L OmZ(, )
g

=dy, k=1,---,m. (8.25)

Ici aussi, dans certains cas on peut obtenir une relation explicite pour la solution. Par
exemple, si p(x) est une distribution exponentielle multivariée de la forme séparable

et si les contraintes sont des contraintes sur les moments d’ordre un
E[X;] = /:viq(:ci)da:i —my, i=1,---.n,

alors la solution ¢(x) reste une fonction exponentielle multivariée séparable :

0 =1l eo[0]
N o mi]
De méme si p(x) est une fonction gaussienne multivariée séparable :
H o 1 (.’EZ —my; ) 2
Xp -
1V 27r04Z (o7} ’
et si les contraintes sont des contraintes du second ordre:
E [(XZ — mZ)Q] = /(wZ — mi)2 q(z;)dz; = O'Z-2,

alors la solution g(x) reste une fonction gaussienne multivariée séparable :

= f e 2 (5]

Ce dernier résultat peut étre généralisé au cas ou p(x) est une fonction gaussienne
multivariée non dégénérée :

p(x) = b2 exp |—=
(27r)"/2 2

@-m)'= (@ -m)|.

et si les contraintes sont des contraintes sur les moments d’ordre un et deux non singulieres

(X' inversible):
E [z] :/acq(:c)dac:m,

E [(w —m/)(z — m')t] = /(.’n —m')(x —m)q(z)dz = %',

alors la solution g(x) reste une fonction gaussienne multivariée non dégénérée :

2, 71/2 1
q(z) = |(27T|W exp [—E(a: — m')tﬁ'_l(az -m')|.
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8.4 Utilisation pour les problemes inverses

Arrivés & ce stade, nous avons les outils nécessaires pour comprendre comment le
principe du maximum d’entropie peut étre utilisé dans la résolution des problémes inverses.

Il existe au moins deux catégories de méthodes qui utilisent le principe du maximum
d’entropie pour la résolution des problémes inverses :

8.4.1 Maximum d’entropie classique

Dans cette approche qui ne s’applique qu’aux objets positifs, 1'idée de base consiste
a assimiler I'objet f & une distribution de probabilité et les données g a des contraintes
linéaires sur celle-ci. Sachant qu’en général, ces contraintes ne sont pas suffisantes pour
définir une unique solution au probléme, on utilise le PME pour choisir une solution parmi
I’ensemble des solutions admissibles qui peuvent étre définies soit par

{f:-Hf =g},
ou par
{f:lg—HFf|> <c}
On choisit alors dans cet ensemble la solution qui maximise I’entropie
N
- filog fj,
j=1

ou d’une maniere plus générale celle qui minimise

—Z lfjl()g <—J) + (f; _mj)] :

m;

ot m est une solution par défaut (a priori ).
Notons que dans cette approche on assimile f & une distribution de probabilité et les
données g a des contraintes linéaires sur celle-ci.

8.4.2 Maximum d’entropie sur la moyenne

Dans cette approche

— On fait 'hypothése que f € C ou C est un ensemble convexe muni d’une mesure
de référence p(f) (ou d’une densité de probabilité a priori du(f) = po(f) df et on
suppose que

m = /cf du(f)
= [smifar.

— On considére f comme la moyenne d’un vecteur aléatoire F' pour lequel on définit
une loi de probabilité P(f) (ou une densité de probabilité dP(f) = p(f) df:

f=E[F] = /cfdP(f)
= /C Fo(f)df,
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et les données g = Hf comme des contraintes linéaires sur la loi de probabilité

p(f):

g=Hf = HE[F|=E[HF] = /chdP(f)

- /c Hfp(f)df

— On cherche alors parmi I’ensemble des lois de probabilités satisfaisant ces contraintes
celle qui minimise la distance de Kulback entre dP(f) et du(f):

—/log((ii()

ou, d’une maniere équivalente, celle qui minimise ’entropie relative

~ [ n) 108 (;({]3)) af.

La solution, nous ’avons vu, peut étre obtenue via le Lagrangien :

P(f)’

LA = [ |1og uf)) ZAZ [Hf]] P(f)
- :log s - )\t(g—Hf)] aP(f)

_ L op(f) B
-/ oz 20— Xi(g Hf)]p(f)df

et donnée par
dP(f,A) = exp [N'[H f] - log Z(N)] dp(f),

ou d’une maniére équivalente

p(£,A) = exp [N'[H f] — log Z(N)] po(£) df,

2N = [ exp [NHF) du(f) = [ exp [NHS] po(£) a5

Les parameétres de Lagrange sont obtenus en cherchant la solution du systéme d’équations

non linéaires suivant :
Olog Z(A)

o\

— Une fois p(f) déterminée on définit la solution du probléme par

= Gi» Zzla’M

~

P=Bif)= [ 1ar(f) = [ tp(f)as

On peut montrer que, cette solution f, qui dépend ainsi de A, peut étre obtenue directe-
ment en minimisant un critére Q(f,m) sous les contraintes g = H f.
En effet, en notant

s=H'\, G*(s)=logZ(s) = log/cexp [stf} du(f),



138 CHAPITRE 8. APPROCHES PROBABILISTES

et
Q(f) = imf{s'f - G*(s)}, D(A) = A'g— G*(H'),

on peut alors montrer que:
— Le vecteur de A optimal peut étre calculé en cherchant 'optimum de D(A):

~

A=arg m}z\ix {D(A\)}

Le critere D(A) est appelé Critére dual;
— La solution du probleme f peut étre calculée en cherchant I'optimum d’un critére
Q(f,m) appelé critére primal:

f=arg ?in {H(f,m)} sous les contraintes g = H f;
ec

— 11 existe une relation explicite pour calculer la solution en fonction de G*(s) :

_dG*(s)
 ds

f(s)
et ou:
— les fonctions G et  dépendent de la mesure de référence pu(f);
— D(A) est appelé le critére dual et dépend des données g et de la fonction G;

—~ Q(f,m) est appelé le critére primal et peut étre considérer comme une mesure de
distance entre f et m, ce qui signifie qu’elle satisfait les conditions suivantes:

- Qf;m) >0, et Q(fm)=0 ssi f=m;
- Q(f,m) est continue et convexe sur C;
- Qfm)=00 sif¢gC.

Lorsque la mesure de référence est séparable

N
w(F) = I wi(f),
j=1
on a aussi:
N
dP(f,A) = [ dP;(f;,0),
j=1

et
J J

En remplacant s = H' on obtient :

G =Yg, (H'X;), Fm) = hy(fimy), & =g; (IH'A)).
J J

On peut voir que Q(f,m) est aussi séparable et que h; et g; dépendent de la mesure de
référence p;(f;):
— gj est la transformée de Cramer (log de la transformée de LAPLACE) de p;:

g;(s) =log / exp [sf;] dp;(f5);
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— hj est la convexe conjugée de g;:  h;i(f) = irslf{sf —gi(s)}

Prenons quelques exemples :

2190 | gi(s) | h;(f,m)
Gaussien: | exp [—l(f — m)Q] %(3 —m)? %( —m)?
Poisson : T exp [—m] exp[m —s] | —f log % +m—f
CGamma: | f* 'exp [—%] log(s —m) | — log£ + % -1

Ainsi, si on considére le critére primal:

N
maximiser Q(f,m) = Z h;(fj,m;) sous contraintes Hf =g,
=1

on peut par exemple remarquer que lorsque la mesure de référence est une mesure pois-
sonnienne on a h;(f;,m;) = —f;In fj/m;+ (m; — f;). On peut ainsi faire le parallele avec
la méthode du ME classique.

Cependant, lorsque la mesure de référence n’est pas séparable ou, lorsqu’il y a de I'in-
certitude sur les données g, il n’est plus aussi facile d’utiliser cette approche. Mentionnons
quand méme que cette approche est récente, et des travaux tout a fait récents ont essayé de
prendre en compte le bruit. Ici nous en présentons une approche qui consiste a remplacer
g=Hf+n par

g=[H|IJH] —g=H]J

et faire ’hypothese d’indépendance entre b et f :

p(f) = pa(f)pn(n)

Ensuite, suivant I’approche, on montre que la solution de 'optimisation du critére primal
devient :

f =argmin{Q(g — Hf) + aQ(f,m)}
fec
avec

N M
Q(f,m) = Z (fimg), et Qz) = ai(z).
= i=1

La encore, les fonctions h;(f;) et ¢;(z) dépendent des mesures de références pf(f) et
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Chapitre 9

Approche bayésienne

L’approche bayésienne est une approche cohérente pour la résolution des problémes in-
verses car elle permet de prendre en compte et de traiter de la méme maniére I'information
a priori sur la solution et celle sur les données.

En effet, cette approche permet non seulement de prendre en compte le caractere
incertain des erreurs au travers de I’attribution d’une loi de probabilité aux mesures, mais
aussi I'information a priori au travers d’une loi de probabilité a priori que ’on attribue
aux inconnues du probléeme.

La fusion de ces deux sources d’information s’effectue par la régle de Bayes. On peut
alors dire que cette approche généralise la régularisation déterministe.
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9.1 Introduction

L’approche bayésienne correspond formellement au cheminement suivant :

1. On explicite un ensemble d’hypothéses H sur le probléme concernant le modéle
d’observation, les connaissances a priori sur les inconnues f et sur le bruit b.

2. On attribue une loi de probabilité a priori p(f|61,H) aux inconnues du probléme
pour traduire la connaissance initiale sur ces inconnues. Cette loi peut dépendre d’un
certain nombre de parameétres 6.

3. On attribue une loi de probabilité p(g| f,02; H) aux grandeurs mesurées pour traduire
Pincertitude (due au bruit, aux erreurs de discrétisation et de quantification, au
manque de précision de Pappareil de mesure, etc.) sur ces données. Cette loi aussi
peut dépendre d’un certain nombre de parametres @,. L’ensemble des parametres
0 = (01,0,) sont appelés les hyperparameétres du probléme.

4. On utilise la régle de Bayes pour combiner I'information contenue dans les données
et celle contenue dans la loi a priori et calculer ainsi la loi de probabilité a posteriori

p(gl0; H)

p(flg.0;H) =

p(gl6;#) = [ p(g1f 025 H) p(F1617) df

Cette loi contient toute I'information disponible sur les inconnues f apres cette
fusion.

5. On peut alors calculer n’importe quelle quantité. Par exemple, la moyenne a poste-
riori de f:

Elf] = [ £p(flg.6:70 7,
ou la moyenne de n’importe quelle autre fonction h(f):

Eh(F)) = [ h(£)p(Flg.6:7)df.

ou encore calculer la probabilité pour que f < f < i

P(f<f<T) =/ (f19.6:7) 4

ou seulement s’intéresser & une des composantes f; de f et calculer

_ i
P, < fi<F) = [ pilg o as;

=j

p(1ilg8H) = [ [p(Flg 8 H) dfi- dfimr dfjr - df

est la loi a posteriori marginale.

Lorsque f est un scalaire ou un vecteur avec seulement deux composantes, on peut
méme tracer p(f|g,0;H) ou p(fi1,f2|g,0;H), ce qui permettra d’avoir une idée plus
précise sur la forme de ces distribution.
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Mais en pratique, la manipulation d’une densité de probabilité n’est pas trés com-
mode dés lors qu’on a plus de deux variables. C’est pourquoi, on se contente souvent
de fournir une description sommaire de la loi a posteriori en indiquant

— son mode:

M[f] = arg;nax {r(flg,0;H)},

— sa moyenne:
Elfl = [ £p(£lg.6:1)df,

— les modes de ses marginales:

Mf;] = arg max {p(filg,0;H)},

J

— les a-quantiles de ses marginales:

Qa(fj) : P(fj < Qalfy)) = «,
— les médianes de ses marginales:

1

Med(fj] = Qy(f;) : P(f; < Meéd[fy]) = 3.

— les régions de plus haute probabilité ou les supports a—interquantiles:

[a,b] = [Q(l—a)/Q(fj)aQ(l-l-a)/Z(fj)] :Pla<fj<b)=1-aq,

— les variances:

Var(f;] = /(fj — f3)? p(fi19.0; H),

Fi=Bl1 = [ 1i00;19.6:70).

— les covariances:
Covlffil = [ (55 = F)(fe = T p(Fsofilg8:70) df; df

6. Une autre approche fondée sur la théorie de la décision consiste en la définition
d’un estimateur f qui minimiserait la moyenne d une fonction de coiit C( f f)- Nous
reviendront sur cette approche et les choix de ces fonctions coiit, ainsi que sur les
liens qu’existe entre ces estimateurs et les caractéristiques de la loi a posteriori.

7. Finalement, une fois une solution choisie, il est impératif d’y attribuer un degré
de confiance ainsi que de déterminer la sensibilité de cette solution vis-a-vis des
erreurs de mesures et celles de la modélisation. Heureusement, en principe, cette
approche bayésienne nous fourni tout ce qui est nécessaire pour pouvoir satisfaire
cette exigence. Car disposant de la loi a posteriori on peut calculer, par exemple,
la covariance de l'erreur de I'’estimation, ce qui nous permet de mettre des barres
d’erreurs sur les solutions estimées.

Voyons maintenant quelles sont les difficultés de 1'utilisation de cette approche dans
un probléme réel et quelles sont les solutions existantes pour les résoudre. On peut classer
ces difficultés dans les rubriques qui suivent :

1. choix de la forme de la loi a priori p(f|01;H);
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choix ou estimation de ses parametres 61 ;

choix de la forme de la loi p(g|8,02; H) ;

choix ou estimation de ses parametres 05 ;

calcul effectif de la loi a posteriori p(f|g,0;H) ;

choix d’une fonction de cout C (}', f) et calcul effectif de I'estimateur qu’en découle;

NS otk N

détermination ou estimation a posteriori des hyperparametres du probléme, i.e.les
parametres @ = (01,02) des lois de probabilités directes p(f|601;H) et p(g|f,02;H),
a partir des données, c’est-a-dire en méme temps que la solution;

L’objectif principal de ce chapitre est de faire état de I’art concernant les solutions
proposées pour résoudre ces problemes et de fournir quelques exemples concrets (étude de
cas) pour illustrer les difficultés et les performances des solutions proposées.

Mais, avant d’aller plus loin prenons un exemple, désormais classique, qui est le cas
linéaire gaussien qui nous permettra de comprendre ’essentiel de ces différentes étapes.
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9.2 Cas linéaire gaussien

S’il y a un cas ou les calculs peuvent se faire facilement jusqu’au bout et ou 'on peut
facilement comprendre ’approche bayésienne est le cas ou le modele reliant les inconnues
f et les données g est linéaire et ou on peut attribuer des lois de probabilités gaussiennes
a f et aux mesures g.

Nous allons suivre les étapes présentées en introduction pour la résolution du probleme
linéaire

g=Hf+b (9.1)

— Information a priori sur f:

Faisons I'hypothése que nous puissions a priori connaitre seulement la moyenne
E[f] = fo et la matrice de covariance E [(f — fo)(f — fo)] = Ry = 03Py de f.
Nous pouvons alors faire 'hypothése que p(f) = N(fO,O'?ch) :

p(f) = Aexp | (F = o) R P = £o)| = Aexp l%(f ~ 0)'P(F - £o)

(9.2)
avec A = (2m) M2 |Ry|71/2 = (2%0})*"/2 |Po| /2.
D’ailleurs, cette hypothese peut étre validée par le principe du maximum d’entropie.

— Information a priori sur b:

Faisons I'hypothése que E [b] = 0 et que sa matrice de covariance E [bbt] =Ry =
o21. Cette hypothese est bien raisonnable. En effet, supposer que E [b] = 0 signifie
que nous faisons I’hypothése qu’il n’y a pas d’erreur systématique et I'hypothése
E [bbt] = agI signifie que le bruit est supposé blanc (non corrélé).
Avec les mémes arguments que dans le cas précédent on fait alors 'hypothese que
p(b) = N (0,07 R;). Maintenant, partant du modele (9.1) et faisant I’hypothése que
le bruit b est aussi indépendant du f on peut facilement déduire

p(glf) = Bexp ;(Q_Hf)tRb_l(g_Hf)] =Bexp[ (g—Hf)(g— HY)

202
(9.3)
avec B = (2m)"™/2 |Ry|~Y/? = (2ma2) /2.
— Regle de Bayes:
Utilisant la regle de Bayes, il est facile de voir que
w(flg) = Cexp [5(1)] (9.4

avec

J(f) = (g—Hf)'R,(g—HFf)+(f — fo)' R, (f — £o)
1 _
= (g~ HPN'(g— HF) +\F ~ 10)'P;(F ~ 1)),
b
0.2
ou A=_%.
f
Avec un peu de calcul il n’est pas difficile de montrer que cette loi a posteriori est
aussi gaussienne et on a

p(flg) = N'(F.P)
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ou

f = R;H'(HR;H'+R)"'g=PH'R,'g,

P - R;-R/H'HR;H'+R,)"'HR;=(R;'+ H'R,'H)™,
ou encore

r. t -1 -1 t ¢
F = (HH+)\P0 ) H'g,
- -1
P = o} (H'H+AP;') .
— Caractéristique de la solution:
Nous avons ainsi une expression analytique pour la loi a posteriori et nous pouvons
facilement en déduire tout ce que I'on souhaite. Par exemple nous savons que la
moyenne, la médiane et la mode sont identiques et égaux a f.
Ainsi tous ces estimateurs : le maximum a posteriori (MAP) ou la moyenne a posteriori
(MP) sont identiques et égaux & f qui peut aussi étre calculé par

~

f= arg;nax {p(fl9)} = arg;nin{J(f) = Q(f) +22(f)}

QUf)=(g-Hf)(g-HFf)
et
Qf) = (f = £0)'PG(f - £o),

ou encore, si on note par Py = D'D on a

J(f) = (g—Hf)'(g—HSf)+ XS~ fo)'D'D(f — fo)
= g —HfII? +MD(f — fo)ll*.
On retrouve alors la notion de solution régularisée et la régularisation quadratique avec
les avantages suivantes :

— Dans lapproche régularisation déterministe le choix des distances A;(g,H f) = ||g —
Hf|? et de Ao(f,fo) = |D(f —fo)lI? est plutot descriptif et un peu arbitraire, alors
que dans l'approche bayésienne, ces termes sont, respectivement, les conséquences
des hypotheses faites sur la loi du bruit et sur la loi a priori.

— Dans régularisation déterministe, le coefficient de régularisation A\ est un parameétre

2
. . . . . . . ag . . .
qui est choisi empiriquement, alors qu’ici, A = —%. Si l'on connait les deux variances
f

ag et O'?-, sa valeur est fixée. Mais, bien sur, en pratique on ne connait pas ces
deux valeurs et on est encore amené & les fixer par expérience. Cependant, rien que
I’expession de A nous permet de mieux comprendre son comportement : plus le niveau
du bruit est important, plus il faut choisir sa valeur grande pour obtenir un résultat
satisfaisant. Nous verrons que I'approche bayésienne nous donne les outils nécessaires
pour la déterminer (voir le chapitre sur I'estimation des hyperparametres).

— Dans le cadre de la régularisation déterministe, si on se demande qu’elle est le degré
de confiance que 'on peut avoir dans la solution ;‘ proposée, nous n’avons pas d’ou-
til convenable pour répondre. Dans ’approche bayésienne, nous pouvons répondre
a cette question, par exemple en calculant la matrice de covariance a posteriori
P=E [(f - ?)2] Sachant que les éléments diagonaux Pj; = E [(fj - f;)Q] sont les
variances a posteriori, nous pouvons les utiliser pour mettre des barres d’erreur sur la
solution. Les éléments non-diagonale P;; = E [( fi— I fi— f;)] peuvent aussi nous
renseigner sur le lien (corrélation) qui peut exister entre I’élément f; et 'élement f;.
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9.3 Calcul de la loi a posterior:

9.3.1 Cas gaussien

Nous avons vu que dans le cas d’un modeéle linéaire gaussien, la loi a posteriori est aussi
gaussienne. Sachant qu’une loi gaussienne est entierement définie par ses deux premiers
moments, le probleme devient assez simple. Nous disposons des expressions analytiques
pour la moyenne et la matrice de covariance a posteriori, expressions dont les calculs
nécessitent soit l'inversion des matrices soit I'optimisation d’un critere quadratique. Il
reste cependant le cotit de calcul. Souvent, on peut profiter de la structure des matrices
& inverser ou de la forme quadratique du critére & optimiser pour fournir des algorithmes
spécifiques pour effectuer ces calculs.

9.3.2 Cas général

Dans le cas général, le calcul complet de la loi a posterior: peut devenir plus délicat,
et souvent, on se contente, soit de ’approximer par une loi gaussienne et de calculer la
moyenne et la matrice de covariance, soit de définir un estimateur ponctuel & partir de
cette loi, comme par exemple le mazimum a posteriori (MAP):

FMAP = arg}nax {p(fl9)} = argfmin{— Inp(flg)},

ou la moyenne a posteriori (en Anglais posterior mean PM):

?PMZ/fP(ﬂg)df,

ou encore le mazimum a posteriori marginal (M APmarginal) :

fi= arg;naX {p(filg)},
ou

p(filg8H) = [ [ p(Flg8iH)dfs - dficdfyr - dfn

Notons aussi que le calcul des estimateurs PM et M APmarginal nécessite le calcul des
intégrales de dimension trés élevée, alors que le calcul de 'estimateur MAP ne nécessite
qu’une optimisation.

Notons aussi que dans le cas gaussien tous ces estimateurs sont identiques. En revanche,
dans les autres cas, ils peuvent fournir des résultats tres différents. Nous reviendrons sur les
propriétés de ces estimateurs et les outils qui existent pour les calculer dans les chapitres
suivants.
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9.4 Choix des fonctions de cout

Dans 'approche théorie de la décision nous avons vu que, partant de la loi a poste-
ri07%, on peut définir une solution au probléme, par I'intermédiaire d’une fonction de coiit
C (}', f)- En effet, dans cette approche on définit ’estimateur optimal F comme Pargument
qui minimise le colit moyen :

~

f = argmin (B[C(=.0)]} = argmin { [ C=.f)p(flg)df |

Nous allons voir que suivant le choix de la fonction de colit on obtient des estimateurs
différents, et en particulier, les estimateurs MAP, PM et MAPmarginal:

— Cotuit quadratique et estimateur PM :
crf) = -haut-1 — 1= [roslg)ar
— Coiit dirac et estimateur MAP :

Cff)=1-6(f—F) — F= argmax {r(flg)}-

— Cott produit de diracs et estimateur MAPmarginal :

C(£.5) =] 1 - d(x; — &) — J; = argmax {p(z;19)},
7 j

D’autres fonctions de coiit peuvent aussi étre utilisées, mais leur usage reste plus
spécifique.
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9.5 Choix de la loi a prior:

Le probleme de la conversion d’une information a priori en une loi de probabilité est
un probléme difficile et encore largement ouvert.

La principale difficulé réside dans le fait que rarement, en pratique, l'information a
priori se présente directement sous une forme probabiliste. Par exemple, on nous dit que
la grandeur recherchée est positive ou bornée entre [0, 1], de variation douce, croissante
ou décroissante, 4 bande limitée ou a spectre limitée, de variation douce ou constante
par morceaur ou par Tégion, de variation impulsionnelle, etc. La tache, ensuite, est de
construire des lois de probabilités qui puissent incorporer ces qualificatifs.

Les méthodes existantes peuvent étre schématiquement regroupées en trois grandes
classes.

Certaines reposent sur la théorie des groupes de transformation pour déterminer la
mesure de référence “naturelle” pour la grandeur recherchée. On utilise ces méthodes sur-
tout lorsqu’on sait peu de choses sur la grandeur recherchée, c’est & dire lorsque notre
information a priori se résume & une connaissance qualitative sur la nature de la grandeur
recherchée. Par exemple, nous savons que la grandeur recherchée représente un parameétre
de localisation pouvant prendre une valeur quelconque sur I’axe des réels R ou un pa-
rametre d’échelle qui est par nature positif et pouvant prendre une valeur quelconque sur
la demi-droite des réels positifs R .

Mais en pratique, cette approche a permis de justifier aprés coup ’emploi de la mesure
de Lebesgue pour les parameétres de localisation (fournissant ainsi une extension au cas
continu de la distribution uniforme résultant de 'application du “Principe d’indifférence”
de Bernoulli dans le cas discret) et de la mesure de Jeffreys dans le cas des parameétres
d’échelle.

D’autres méthodes reposent sur des principes informationnel. 11 s’agit principalement
des méthodes dites “4 maximum d’entropie” dans lesquelles on recherche une distribution
qui soit la plus proche (au sens d’une distance de Kullback) d’une distribution de référence
(souvent choisie par 'approche précédente) tout en vérifiant une information incompléte
connue a priori sous la forme des moments (des contraintes linéaires) sur la loi recherchée.
Mais 14 encore, cette approche a surtout permis de justifier aprés coup certains choix.
De plus, elle n’est véritablement praticable que lorsque cette information a priori est
faite de contraintes linéaires sur la distribution recherchée. On trouve alors la famille des
distributions exponentielles comme nous ’avons vu dans 1’étude du principe du maximum
d’entropie.

Il existe enfin une derniére classe trés importante, celle des construction faites “a
la main”. C’est dans cette catégorie qu’entrent par exemple les modeles markoviens qui
ont connu un développement spectaculaire depuis 1984 en traitement d’image, et qui
permettent d’incorporer dans une distribution a priori des propriétés locales essentielles
que doit posséder I'objet. La construction de ces modeles demande beaucoup de savoir-
faire.

Bien entendu, il est hors de question de vouloir détailler toutes ces méthodes dans le
cadre de ce document. Nous nous limiterons, dans la section suivante, & une description
succinte des deux premieres approches, plutot a travers de quelques exemples que d’une
maniére formelle. Mais, en ce qui concerne la modélisation markovienne, nous lui réservons
un chapitre tout entier.
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9.5.1 Maximum d’entropie

Nous avons vu dans la section (8.3) que le principe du maximum d’entropie peut étre
utilisé pour attribuer une loi de probabilité & une grandeur traduisant une information a
priori sous forme de moments. Nous allons illustrer ceci & travers quelques exemples.

Supposons que nous ayons un voltmetre et que nous cherchions & mesurer la tension
de la ville X (t) & différents instants. Supposons que notre instrument soit un voltmeétre
idéal et ce que nous mesurons Y (t) peut étre modélisé par

Y () = X(¢) + B(t)

ou B(t) représent & la fois les erreurs de lecture et le bruit externe. Nous voudrions appli-
quer I'approche bayésienne pour fournir une estimation X (t) de X (t). Considérons tout
d’abord que nous avons fait juste une mesure y; a partir de laquelle que nous voudrions
estimer X. Nous avons vu que la premiere étape avant appliquer la régle de Bayes est
d’attribuer les lois de probabilité p(z) et p(y|z).

Concernant X, nous savons que sa moyenne est de 220 volts et que sa variation au-
tour de cette moyenne est +5 volts (ceci dépend siirement de pays et de la qualité des
installations, mais supposons que nous soyons en France!). Comment traduire alors cette
information en une loi de probabilité? C’est exactement dans ce cadre que le principe du
ME peut fournir une réponse satisfaisante :

ME
E[X] = zo = 220 volts, Var[X] =02 =25 volts? —= X ~ N (zg,02)

Concernant B, il est naturel de faire ’hypothése que sa moyenne est nulle (il n’y a
pas d’erreur systématique) et supposons que ’on puisse avoir une idée de sa puissance.
En langage d’ingénieur: “le bruit est d’environ 10 dB”. La aussi, le principe du ME peut
fournir une réponse satisfaisante :

ME
E[B] =0, Var[B]=o}=1volts?> — B ~N(0,07).
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour calculer la loi a posteriori:
X|Y =~ N(z,5%),

et il n'est pas difficile de calculer Z et 62 :

2

2

Og Ty
Y+

o2+ UZ o2+ of

T = I

2 2
6'2 _ Uzab

o240}
Notons que

si ol=0-—Z=y, 6°=0 et

si 02=0-—2Z=umzp, 0°=0.

Considérons maintenant que la grandeur X que nous voulons mesurer est ’énergie ou
la puissance consommeée dans un circuit et 'appareil de mesure est un wattmetre. Mais,
avant méme de choisir notre instrument nous savons que la grandeur 4 mesuer est positive
et que son ordre de grandeur est d’environ 200 Watts :

X >0, E[X]==z=200 Watts I\E X ~ &(z)
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ce qui signifie:
p(z) = zoexp[-z/zo], x> 0.

Si nous gardons les mémes hypothéses sur B alors nous avons

L - w)Q]

p(y|T) o< exp l—ﬁ

ce qui nous donne pour la loi a posteriori:
1 5 207
p(z|y) o exp l_ﬁ ((y - )"+ P IR > 0.

En réarrangeant le terme en exponentiel, on peut facilement voir que cette loi est une loi
gaussienne tronquée :

1 . ~ o?
p(zly) < exp |—z—(z — )2, >0, avec Z=y— L
20} To
Revenons maintenant sur le premier exemple et considérons que nous avons fait M
mesures aux intervalles réguliers Y = {y1,---,yp} et que nous voulons estimer X =
{Xla T aXM}

N

Une premieére hypothése consiste & dire qu’a priori, il n’y a pas de raison de faire
I’hypothese que la loi de X; soit différente de la loi de X; et que X; soit dépendante de
X; (hypothese dite i.i.d.) et d’attribuer alors une loi de probabilité jointe :

M
p(x) = [] p(zj) — X = N(zo,031).
j=1

La méme hypothese concernant les éléments de B = {By,---,Bjs} nous permet d’écrire:
M
p(b) = H p(bj) — B ~ N(0,0%1).
j=1

Il n’est pas difficile de montrer que la loi a posteriori est :

M
p(ely) = [ p(zjly;) — XY =~ N(Y.,0°I)

j=1
Une deuxiéme hypothése plus réaliste est de dire qu’a priori, X; dépend de X;_; (la
valeur de tension & un instant ne peut pas étre tres différente de sa valeur a un pas
d’échantillonnage plus loin). Comment peut-on alors traduire cette information? Suppo-
sons que nous puissions avoir une idée a priori sur le coéfficient de corrélation entre X; et
X,_1. Ainsi, si on résume tout ce que nous connaissons sur X :

E[X;] =z, Var[X;] =03, E[(X;—z0)(X;_1 —z0)] = Boy.

Utilisant de nouveau le principe du ME, nous obtenons:

2

1
p(x) o exp 5(.’1: —zo)!P Yz —=)|, avec P =02

=
=™

=
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Ainsi, d’'une maniére générale, 'utilisation du principe du maximum d’entropie nous
conduit vers les lois exponentielles généralisées. En effet, si on suppose que notre informa-
tion a priori est de la forme:

E[¢k(X)] =dg, k=1,---,K,

nous avons vu que la loi & entropie maximale qui satisfait ces contraintes est de la forme:

1 K
pl@) =, exp [— > Amk(w)] ,

k=1
ou

K
Z()‘la T 1)‘m) = /p(m) exp [_ Z Ak¢k($)] de

k=1

et ot les {A1,A\o,- -+, A\, } sont déterminés par:

COZ(, - D)
N

—dy, k=1,---.K.

Un cas particulier intéressant est lorsque les fonctions ¢ (z) sont séparables:

N
T) =Y ¢ (z))
j=1

on a alors
N 1 K
p(x) = [ p(z;), avec p(z;) = 7 exp l— > Ny, (%’)] .

ce qui signifie que les z; sont indépendants, et si de plus ¢, = ¢y on a

N
p(x) H p(zj), avec p(z;) = - exp l Z)\kgbk zj ]

]:

ce qui signifie que les z; sont i.i.d (indépendants et de méme loi).
On trouve parfois 'appellation lois entropiques pour les lois appartenant a ces deux
derniers cas. Quelques cas particuliers de ces lois utilisées fréquemment sont :

— Gaussienne généralisée :
¢(zj) = |zj|" 1 <r <2, —  p(z;) o exp[—alz;[].
La loi conjointe est alors de la forme:
N N
p(x) o exp _O‘Z |z4]" —  —lnp(x) =cte + O‘Z EZ
Jj=1 =1
— Loi Gamma,:

Ly Ly

¢(z;) = —aln(—

m; m;



9.5. CHOIX DE LA LOI A PRIORI 153

et

et par conséquent

N .
—Inp(x) —cte—aZIn —] +Z 4

— Loi Béta:

#(zj) = aln(z;) + fIn(l — z;), — p(z;) x :1:]0‘(1 — a:j)ﬂ.

et la loi conjointe est :

N N N
T) x Hw}"(l —z;)f —  —lnp(z) :cte—l—aZIn(xj) +ﬂZln(1 — ;).
j— 7j=1 7j=1

Nous avons vu que dans le cas i.i.d., la forme générale de ces lois est :

N
p(z Kexpl 2/\k¢k ], avec  ¢p(x) = di(z))
j=1

On peut se poser alors une question sur le choix des fonctions ¢y(z;). Par exemple, on
peut se demander s’il existe des familles de fonctions ¢, de telle sorte que la lois p(z;) et
par conséquent la loi p(x) aient une propriété, par exemple d’invariance par changement
d’échelle. Dans une étude récente, certains auteurs se sont posés de telles questions et ont
essayé d’y répondre. Ici, nous résumons quelques uns de ces résultats.

L’idée de base se trouve dans la recherche des fonctions ¢y, de telle sorte que la famille
de lois p(z;) correspondantes soit fermée pour un groupe de transformations comme le
changement d’échelle par exemple.

Prenons le cas du changement d’échelle pour illustrer cette idée. Si x; représente une
quantité et p(z;) sa loi de probabilité, on voudrait que lors d’un changement d’échelle az;
avec a > 0, la loi p(az;) reste dans la méme famille que p(z;). Autrement dit:

K K
p(z;) oc exp l— > Ak¢k($j)] — p(az;) o exp l— > A%(ﬁk(%‘)]

ol A, ne doivent dépendre que des Ay, et de facteur d’échelle a.
11 est alors facile de montrer que pour satisfaire & cette propriété il suffit d’avoir:

K K
Vz; & Yo > 0, Z Aedr(zj) = cte + Z )\;Cqﬁk(xj)
k=1 k=1

L’étude de cette propriété pour K =1 et K = 2 donne les familles suivantes :
Lois & un parameétre K = 1:

{¢(w)} = {wT,lnx}, r > 0.
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Lois & deux parametres K = 2:

(¢1(z),p2(z)) + =3 (z™,2™2),(z™, Inz),(z" 2" Inz),(Inz,In’ z) },
{ b= |

ou r, r1 et ro sont des réels positifs.

On retrouve quelques cas particuliers intéressants en choisissant ¢o(z) = = et pour
différents choix de ¢1(z):

— ¢1(x) = 2% on retrouve la loi gaussienne:

p(z) o exp [—)\:c2 - ;w] x exp l—)x (x + %)Q] =N (m = _—u,02 = i) .

— ¢1(z) = Inz; on retrouve la loi gamma:

p(z) < exp[-AInz — pz] =z exp [—pz].
— ¢1(x) = zlnz; on retrouve une loi dite de la forme entropie de Shannon:

p(z) x exp[—Azlnz — pzx].
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9.5.2 Modeéles markoviens

La modélisation markovienne a pris une importance sans égale en traitement d’image
depuis les travaux de Geman et Geman. L’objet de ce document n’est pas de donner
une présentation complete de la modélisation markovienne, mais plutét une présentation
différente.

Nous avons vu dans la section précédente que, d’une maniere générale, 1’utilisation du
principe du maximum d’entropie avec une information a priori de la forme:

E[¢k(w)]:dk‘7 k:]-a"'aKa

nous conduit aux lois de la forme:

k=1

Considérons maintenant le cas ou les fonctions ¢y (x) sont de la forme

dr(@) =D dilj,ms)

=Y
ou Vj signifie les (échantillons ou les pixels) voisins de j. Les fonctions ¢, sont alors

appelées potentiels et
Ule) =YY dnlzjz)
j icV;
l’énergie.

Un tel choix pour ces fonctions signifie que nous faisons I’hypothése qu’il y a une
corrélation locale entre les valeurs du signal aux instants successifs ou de 'image sur des
pixels voisins.

Un cas particulier trés courant est lorsque k = 1 et ¢(z;,2;) = ¢ (z; — ;). On a alors

p(x) o< exp —)\Z Z d(zj — z;)

j i€v;

Le choix de la fonction potentiel ¢ est crucial: les fonctions convexes permettront de
modéliser des signaux et des champs continus et les fonctions non convexes permettrons
de modéliser des signaux et des champs qui contiennent des discontinuitées. Une liste de
ces fonctions classiquement utilisées en traitement du signal et des images est fournie en
annexe D.
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9.6 Quelques exemples de construction a la main

Dans cette section, nous allons montrer comment on peut choisir une loi de probabilité
a priori 3 la main et avec du bon sens. La figure qui suit montre un ensemble de signaux

tres différents.
Nous allons, pour chacune de ces formes de signaux proposer une famille de lois convenable.
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‘\ ‘ ‘\‘“ I ‘ M‘
1o

Fi1c. 9.1 — Différents types de signaux.
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1. Modéle gaussien blanc pour des signaux continus & variation rapide

Sc 3o ) ER) Fre) 3 3 7o R ) Too

En regardant la forme de ce signal et en constatant que les échantillons du signal
sont réparties d’une maniére symétrique autours de zéro, on peut proposer une loi
gaussienne centrée :

1
2 ~ N (0., = 02I) — p(@) o< exp [—ﬁna:n?]

x

ou encore
1 2
p(x) x exp [—Q Ej xj] .

2. Modeéle gaussien coloré pour des signaux continus & variation lente:

[ I

En regardant la forme de ce signal, et en la comparant au cas précédent, on peut
proposer une loi centré, gaussienne mais colorée :

1
2 1
z~N (O,Rw = %PO) — p(x) x exp [ 2 %.’ntPo iB] ,

avec P\ une matrice symétrique et définie positive, ce qui permet d’écrire P 1 =
D'D et on a alors

1
p(e) o exp || Dal?].
o’ﬁ

Un choix possible pour D est la matrice de différences finies d’ordre un:

1 0 o 0

-1 1 - :
Di=]0 -1 1

0

0 0 -1 1

ce qui permet d’écrire:
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3. Modele gaussien généralisé pour des signaux continus plutét impulsion-
nels

En regardant la forme de ce signal, et en la comparant au cas précédent, on peut
constater que la proportion des échantillons ayant des valeurs proches de zéro est
plus importante que celle des échantillons ayant des valeurs plus grandes et que
cette proportion semble décroitre tres rapidement. On peut alors proposer une loi
gaussienne généralisée :

p(z) o exp[—-B||Diz|’], 1<p<2,

avec Do = I et Dy, la matrice des différences finies d’ordre k.
Dans le cas Dy = I on a

pl) o exp [—ﬂz W]
J

et dans le cas D1 on a

p(x) x exp l—ﬁz |zj —xj—1[P
J

—_

4. Modele des signaux positifs

30 ) 50 3 70 g ES) Too

Loi gaussienne généralisée tronquée:

p(x) o exp [—ﬁZwéf] , x; > 0.
J

Loi Gamma:

p(x) o exp [—aZlnmj —,Bzgvj] , z; > 0.
j J

J
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5. Modele des signaux continus mais bornés entre 0 et 1: Loi Béta

avec

plz;) o« z;%—(1—a;)7°

oc exp[—alnz; — fln(l — z;)]

—Inp(x) =cte + alnz; + Sln(l — z;)
6. Modele de Bernoulli:

I
I

el
=1
©, 1o D) S0 £

o000
0

{ i(XJf _ (1)) _ ) —P(X=32)=0'(1-0)' " avec s = Y _(z;)
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7. Modéle Bernoulli-Gaussien :

‘\‘\
L L
T ‘
[l 4]

v ] 0 si gj =0, P(g; =1) = A,
p(wﬂ‘qﬂ)_{/\/(o,ag) sig=1 {P -

-1
p(x|q) o exp [—2 =Ygz
4j02

8. Modéle Bernoulli-Gamma :

[ \‘ N H | ‘ \‘ I , ‘
I I T R I

0 —
S

oy )0 si g; =0, P(g; =1) = A,
p(esla;) _{ Gamma(o,f8) si gj =1 et { =0) =



162 CHAPITRE 9. APPROCHE BAYESIENNE

9. Modeles pour les signaux continus par morceaux

ou
1
p(x|g) o exp [—; > gz — xj—l)]
5

10. Modéles pour les signaux constants par morceaux

zj—xj1) sig;=0
p(mjlxj—laQJ) = { N(é,O’%)J si qj =1
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9.7 Estimation des parametres d’une loi a partir des obser-
vations directes

Nous avons vu que le PME peut nous permettre d’attribuer une loi de probabilité p(x)
a une quantité X pour traduire une information incompléte sur X si cette information
porte sur des moments E [¢x(X)] = d. Malheureusement, en pratique, rarement nous
connaissons les valeurs numériques de di. C’est pourquoi, en général, attribution d’une
loi de probabilité se fait en deux étapes:

1. Choix d’une famille de loi qui est équivalent au choix des fonctions ¢y ;

2. Détermination des valeurs des parameétres & partir d’un certain nombres d’observa-

tions directes ou indirectes du X.

Dans cette section, nous allons nous limiter au cas ol nous avons la possibilité d’ob-
server directement X. Supposons maintenant que 1’étape 1 est faite et que nous avons
choisi une loi p(z; @) dépendant des parametres 8 = [61,-- - ,0x]. Considérons alors le cas
ou nous avons N échantillons {z1,---,zx}. Nous cherchons & déterminer 6 a partir de ces
échantillons. Deux méthodes classiquement utilisées sont : la méthode des moments (MM)
et la méthode du maximum de vraisemblance (MV).

9.7.1 Méthode des moments

L’idée de base dans cette méthode est de déterminer @ = (61, --- ,0k) en utilisant un
systéme d’équations reliant les moments théoriques E [X k] et les moments empiriques

k_— 1SN k.
X —szzlzvj.

1 N
E[Xk]z/xkp(x;O)dwzﬁjz::lmg?, k=1,--- .M

avec M > K et en espérant qu’il existe une solution unique & ce systéme d’équations (non
linéaires en 6).
Pour illustrer cette méthode considérons les deux exemples suivants:

Exemple 1:
Cas d’une loi gaussienne & deux parameétres 8 = [m,o

Jorr [t

p(z;m,0”) =

Si on forme le systeme d’équations:

1N
E[X] = m:Nij
j=1
2 2 2 1 al 2
E[X] = o°+m :NZ:I:J-
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Exemple 2:
Cas d’une loi gamma & deux parametres 6 = [a,[]

BY a1
p(z;e.p) = 5z exp[—-fa].
Si on forme le systeme d’équations:
Bx] = -1 g::c
B NZ
pfx] - olte)_ 1y

et si on note par m = X = %Z;\; zj et par v = (X —m)? = %ijl(:cj —m)
alors facile de voir qu’il y a une solution qui est :

20 — m?2
a = —,

v
g ==

v

Les inconvenients majeurs de cette méthode sont :

— P’absence de base théorique pour cette méthode;

— la sensibilité au nombre de données N de ces estimateurs.

9.7.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Estimation au sens du MV consiste & définir la fonction de vraisemblance V(0) =
p(z1,---,2p;0) ou plutot la fonction log-vraisemblance L(@) = —InV (@) et & calculer

o~

Pargument € qui la maximise:

6 = argmax {V(8)} = argmin {L(8)}
6 6

Le principal avantage de cet estimateur est qu’il est efficace.
Pour illustrer cette méthode et la comparer & la méthode des moments nous allons
considérer les deux exemples de la section précédente.

Exemple 1:
Cas d’une loi gaussienne & deux parameétres 8 = [m,0?]

1

2o

1
202

pla;m.o?) = ——

exp [— (x — m)2]

La fonction du log-vraisemblance s’écrit :

N N 1 &
L(m,0?) = 5 In(27) + 5 Ino? + %57 Z(.’IJJ —m)2
Jj=1
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Pour calculer I'argument qui la minimise, il faut annuler simultanément la dérivée par

rapport & m et la dérivée par rapport & o2, ce qui permet d’obtenir un résulte bien connu :

T
mo= N L
7j=1
o? = ;Z(:v —m)?
N_]'jzl !

Notons la seule différence par rapport aux résultats de la méthode des moments apparait

dans V'estimation du o2.

Exemple 2
Cas d’une 101 gamma & deux parametres 0 = [a,[3]

Q

p(z;0,8) = Lg% exp [~ fa]

I'(e)

La fonction du log-vraisemblance s’écrit :

N N
L(a,B) = Nlalng —InT'(a)] — (@ — 1) Zlnwj — ﬂZx]
j=1 j=1

Pour calculer I'argument qui la minimise, il faut annuler simultanément la dérivée par
rapport & « et la dérivée par rapport & 3:

oL OlnT(«

e N[lnﬁ—i] Zlnx]—O
oL a X

OL _ o sy g

B ~ B ="

Comme on peut le constater, il n’y a pas de solution analytique & ces deux équations, mais
on peut la calculer numériquement.

Pour montrer cependant qu’il peut y avoir un lien entre ces deux méthodes, on peut
reécrire les relations différemment.

Supposons que la loi p(z; @) soit de la forme générale :

p(;0) oceXPl Zﬁkqﬁk ]

On a alors
N K
L(6) = —Inp(x1,---,xn;0) = cte + Z Z 0k¢k($j)-
j=1lk=1
On peut alors montrer facilement que, dans la méthode des moments nous avons a résoudre

1 N

/xkp(w;ﬂ)dwzﬁz,’v?, k=0,---,K,

i=1
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et dans la méthode du MV nous avons a résoudre
T
Jj=1

ou nous avons noté ¢o(z) = 1.

On peut alors remarquer que les deux méthodes sont équivalentess pour la famille des lois

exponentielles ol ¢y (z) = .
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9.8 Estimation des hyperparametres

Il existe assez peu de méthodes de détermination des hyperparameétres. Dans le cas ou
ceux-ci se limitent au seul coefficient de régularisation, et ou le régulariseur est quadratique,
les méthodes de walidation croisée fournissent des solutions acceptables. Mais il s’agit de
méthodes déterministes par essence, qui minimisent un critére de risque dépendant de
I’objet inconnu f, ce qui ne peut étre effectué qu’asymptotiquement puisque cet objet est
évidemment inconnu.

Les méthodes bayésienne, qui attribuent une distribution de probabilité a priori & 1’ob-
jet, ne présentent pas cette limitation. Les hyperparameétres 6 constituent un second niveau
de description du probléme, indispensable pour “rigidifier” le premier niveau constitué par
les parametres eux-mémes— c’est-a-dire I’objet f. Dans un probléme mal-posé, la valeur
des hyperparameétres est importante pour obtenir une solution acceptable, mais ne présente
pas d’intérét en soi. Dans une approche bayésienne, on peut donc distinguer deux niveaux
d’inférence. Le premier infére sur f, pour une valeur donnée de @, au travers de la distri-
bution a posteriori. Le second infére sur 6 grace a une relation analogue :

_p(0|H)p(g|0,H)
POl =y

On retrouve 13 une caractéristique de l'utilisation de la regle de Bayes: la vraisemblance
p(g|6,H) attachée aux données dans le second niveau est le coefficient de normalisation
dans le premier.

Si, comme cela est souvent le cas, ce terme est suffisamment “piqué”, I'influence de la
distribution a priori p(6 | H) est négligeable, et le second niveau d’inférence peut étre résolu
par maximisation de cette vraisemblance. Mais il faut pour cela résoudre un probléme de
marginalisation :

(9.5)

plg|0.H) = [ p(£.910.H)df = [ plg| £6.H)p(f10)df . (0.6

Une telle intégrale conduit trés rarement a une forme explicite.

Pour contourner cette difficulté, on peut introduire des “variables cachées” z qui
viennent compléter les observations g de maniére & ce que la nouvelle vraisemblance
p(g,z | 6,H) soit plus simple & calculer. On est alors conduit & maximiser des espérances
conditionnelles par des techniques itératives, déterministes ou stochastiques (algorithmes
EM et SEM).

On peut aussi remarquer que la vraisemblance généralisée

p(g,.f|0,H) =p(f|g,0,H)p(g|0,H)=p(g|f.0,H)p(f|0) (9.7)

résume toute 'information propre au premier niveau d’inférence, et vouloir en faire la maxi-
misation conjointe par rapport & f et 6. Le probléme d’intégration soulevé par (9.6) est
évidemment évacué. A 6 fixé, le maximum de vraisemblance généralisée (MVG) coincide
avec le MAP. Par contre, a f fixé, la situation est beaucoup moins favorable: la vrai-
semblance généralisée n’est pas, en général, majorée sur son domaine de définition, et il
n’existe méme pas toujours un maximum local.

A COMPLETER
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Chapitre 10

Modélisation markovienne

Dans ce chapitre nous donnons un apércu général de la modélisation markovienne
des signaux et des images. Les modéles markoviens et particulérement les champs de
Markov et les champs de Gibbs sont devenus des outils indispensables pour la traduction
d’une information a priori plus élaborée que la douceuer ou la positivité en une loi de
probabilité. En effet, la modélisation markovienne permet de construire des modeles qui
peuvent prendre en compte les discontinuités dans un signal ou une image. Cette outil
prend particulierement son importance en traitement d’image ou I'on peut construire les
modeles composites (bords, contours, intensité) pour les images et les uitliser lors de la
segmentation, restauration ou reconstruction d’image.
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10.1 Introduction et notations

10.1.1 Site, voisinage et cliques

Considérons un ensembles de sites S = {s1,...,5,} et un systéme de voisinage V =
Vs,s € S sur cet ensemble.

— On dit que le site r est voisin du site s si
reVi<=secV,, s¢&V;

{S8,V} est un graphe.
- ¢CS8 est une clique de {S,V} si:

lcl =1 ousi |c|] > 1 et Vsi,s9 € c —> 31 et sy sont voisins

Notons par C = {c} l'ensemble de cliques associées au graphe {S,V}.

S1 S92

/
N

5

F1a. 10.1 — Sites, voisinage et champ.

Notons aussi que les sites ne sont pas obligés étre tous identiques, mais en traitement
du signal ces sites peuvent correspondre aux positions des échantillons. En traitement
d’image on a I’habitude de parler de pizels. Ci-dessous deux exemples
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Exemple 1:

Exemple 2:

S=7
sites
voisinage

cliques

S=172

[¢] [¢] [¢]

.. o o o
voisinages

|4

Va

] O
[ ]
]
sites
] O
] O
] O
] O
] O
] O
] O
] O
] O
] O
]
Oo—o0O

o o o (@]
[ )
o——O
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
[¢] o o
cliques
[¢]
o0—O T
o

o0—o0
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10.1.2 Champ aléatoire

Ensembles des variables aléatoires X = {X;,s € S} est appelé un champ aléatoire sur
les sites S. La variable aléatoire X prend sa valeur dans ’ensemble G = {g1,...,9x} qui
appelé 'espace des phases (niveau de gris, couleurs, etc.).

Une réalisation du champ aléatoire X est notée:

{X =z} ={Xs;, =25y, , Xsy = Tspy}
et I’ensemble des réalisations (ou configurations) possibles est noté:
N={X=(Xs;,.--, Xsy) : Xs, €Gn=1,...,N}

Lorsque I'espace des phases est & dimension finie, (cas discret) le champ est caractérisé
par la loi de probabilité conjointe P(X = x), et lorsque I'espace des phases est & dimension
infinie, (cas continu) le champ est caractérisé par sa densité de probabilité conjointe p(x).

On peut aussi définir les lois de probabilités conditionnelles:

P(X; = 25| X, = z,), cas discret ou p(zs| X, = z,), cas continu

10.1.3 Champ aléatoire markovien

— X champ aléatoire sur S a valeurs dans G est dit markovien relativement au systéme
de voisinage V si
- P(X=z)>0, VeeQ, et
- VX;€GVseS, P(X;=uxs|Xy=xp,r #5)=P(X; = x| Xy = zp,r € V)
— Les fonctions:  ws(zs|zy,) = P(Xs = 25| Xy, = zv,),s €S
sont les caractéristiques locales du champ markovien X

Deux questions :
Etant donné un systéme {m,(z5|zv,),s € S} =P,
1. existe-t-il un champ markovien avec P comme caractéristiques locales?

2. est-il unique?



10.2. CHAMPS DE GIBBS ET EQUIVALENCE GIBBS-MARKOV 173

10.2 Champs de Gibbs et équivalence Gibbs-Markov

10.2.1 Energie et Potentiel
o {V4,aCS8} :Q—R"' telle que V,(x) ne dépend que de x,

o V.cel est un potentiel de voisinage si
V. = 0 lorsque ¢ n’est pas une clique
e Ux)= Z Vo(x) est ’énergie associée au potentiels V,
aCS

Lorsque U est 1’énergie associée au potentiel de voisinage V.,c € C on a

Ulx) =3 Ve(x)

ceC

10.2.2 Mesure de Gibbs

— la mesure de Gibbs associée a ’énergie U(x) et & la température 7' est la mesure de
probabilité sur §2:

1 Uz
mr(x) = Z—TGXP [—#]
— la constante U(z)
Zr = Z exp [_Tw]
TeN

est la fonction de partition.

— T est la température
— Un champ aléatoire X’ défini sur S est un champ de Gibbs si:
U(z)

P(X =)= 7 €XP [—T] avec Ulx) = CECVC(:B)

10.2.3 Equivalence Gibbs-Markov

Théoréme: Soit V un systéme de voisinage sur S. Alors, X' est un champ markovien
sur S & valeurs dans G relativement au systéme de voisinage V ssi p(z) = P(X = x) est
une distribution de Gibbs relativement & V.

(Hammersley & Clifford)
Gibbs — Markov
Potentiels <= caracteristiques locales

Gibbs — Markov :

exp [_1 /TZ%(zs))]

P(X, =z, X.g = z.g) = ceC
Z exp l—l/TZ%(ys,w_S)]
yseg ceC

Markov — Gibbs: plus délicat. Potentiels canoniques
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10.3 Exemples de modeles classiques

10.3.1 Auto-modeéles

U(z) = Zxrgr(xr) + ZZ/BTS$T$S> rs €8

gr(.) fonctions arbitraires
Brs coefficients d’interaction entre les sites r et s
Brs #0  ssiles sites r et s sonts voisines: |r — 5|2 < d

10.3.2 Auto-logistique
g = {051} ou {_13 + 1}

U(z) = Z o,y + Z 2,37"3371"373 rs €C
T r s

B silr—s]?<d

Sia=0,et B, = { 0 sinon , U mesure la longueur d’un contour.

10.3.3 Modele d’Ising

Auto-logistique avec voisinage d’ordre 1
Deux exemples spécifiques:

— Chaine de Markov binaire: G = {0,1}, S =17,

) . 0-0 0—1 s 1-s
Matrlcederan31t10ns(1_0 1_1) P_<1—t t )

1 _
w(w):Eexp Vo Z z; + V) Z T; + V1 Z ZL'i.’Ej]
i=0,n 0<i<n li—j|=1
— 1—s 1—9s)(1—1t st
Vo=tog 2, Vo=log it i = og (=51 —1)

— Images binaires et voisinage d’ordre 1:
[ ]

G=1{0,1}, S=7Z2 Vi={ e o e

U(:B) =« inj + B in,jvi,j

avec
Vijj = Tij—1 + Tim1,j + Tijp1 + Tivl
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10.3.4 Multi-Level Logistic Model (MLL)

ou Ising généralisé ou encore Champ de labels
G =g1,...,9m niveaux des gris dans chaque région

Uz) =) Vi(z) + ) Ve()
k c

— pour les cliques simples

0 sinon

o= {4

— pour les cliques multiples

Vi(z) = +B si  z;; dans C ont les mémes valeurs
7] —B sinon
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10.4 Tentative de classification

— Champ de markov au sens strict (SSM):

(Définition via les probabilités conditionnelles)

Soient B g A g S P(Xij = 37ij|XB = IB) = P(Xij == :L‘ile_A == .’L‘A)
— Champ de markov au sens large (WSM)

(Définition via la régression linéaire)

(Estimation linéaire en moyenne quadratique ELMQ)

X = {Xy}, (ij)eZ?, BCACS

ELMQ{X;j|Xp = zp}t = ELMQ{X;;| X4 =z4}

— Propriétés au sens large = Propriétés au deuxiéme ordre
— Représentation équivalente par un modele AR : X = Z ar Xy + Zs
T
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Champ de markov au sens strict (SSM)

Soient B - A - S P(Xij = a:ij|XB = CCB) = P(Xij = .Tz'j|XA = xA) )

MMRF Unilateral

.......... Pickard C Causal

L Causal C Unilatéral

.......... Unilatéral C MMRF
MMRF C Bilatéral

Causal Pickard

Champ de markov au sens large (WSM)

(Définition via la régression linéaire)
(Estimation linéaire en moyenne quadratique ELMQ)

ELMQ {XU‘XB = LL‘B} = ELMQ{XZ]|XA = .’EA}

Bilatéral Unilateral Causal
Champ de markov gaussien: sens large = sens stricte
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Un exemple classique utilisé en traitement d’image:
S =Zpn = {(i,4) :1<i<m1<j<n} X ={X;(irj) € S}

[ ] [ ] [ ] [ ]
Vi = e O @ Vs = e O @
[ ] [ ] [ ] [ ]
P(Xij = 2ij| Xt = zra, (k1) € S — {i,j}) = P(Xij = 24| X = 2, (k1) € Vi)
Quelques propriétés:

P(zq4,0 € Alzp,b € B) = P(x4,0 € Alzp,b €C)

- . B .................
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10.5 Modeles couplés ou hiérarchiques

- 2 réseau des entiers olololololo
- S =Zp sites pixels o olololololo
- S =72, sites contours — olololololo
- §=8 UGS, sites image olololololo

o F={F;;(i,j) €Si} champ intensité
o L={Lyp,(a,) €Sz} champ des lignes

X = (F,L) image
° o o o
eollelle
e O o ¢ o o O o o
eorjer e
° o o o
Voisinage pixels voisinage contours

Modele hiérarchique:

P(f4) = P(FI)PQ)

P(l) = ZiL exp [~ U (1)]

P(fll) = —— exp [~Up(£1D)]

1
Zp|L

—  P(fl)= exp [-Ur,L(f.1)],

VAN

)

avec

UrL(f4) = Upo(FI1) + UL(l)
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10.6 Application en segmentation d’image

o S={(i,j) :1<i<m,1 <j<n} sitespixels o
o X ={X;(ij) €S} image

o V={Yi;,(i,j) €S} image dégradée
o N ={N,;ij) €S} bruit

Modeéle de dégradation:

V=X+N
Xij =9gm, siX;;=mavec§G ={gi,...,gm} niveaux des gris dans chaque région
Hypotheses statistiques:
o X un champ de Markov & valeur dans G = {g1,...,9:}
e N un champ gaussien blanc
e N;; v.a. indépendantes et de lois NV'(0,02)
e NetX indépendants

Modéele a posteriori et choix de ’estimateur
— X est un champ de Gibbs d’énergie U(x):
1

P(X =) =  exp[-U(e)]

U(:c) = Zaimj
J
FO1Y D miwi+Pey Y wiw+ By D miwi+PuYy Y wiw

(i,7)0 (4,5)90 (4,5)—45 (i,5)45
+7 Z TiTjTk + Y2 Z Z TiT T+ ...
(4,4,k) (4,7)90

+6 Y wmimiTRm
(i’j,k,l)

avec M parametres o;,,m = 1 = --- M, 4 parameétres f1,---,84, 4 parametres
Y1, Y4 €6 un parametre &;.

e N est un champ gaussien, blanc et indépendant de X,
1 2
PY =y|X =z) = Kexp | -y — z|
20},

e Regle de Bayes:

PY =y| X =2)P(X ==x)
P(Y =vy)

P X =z|Y =y) =

e Energie a posteriori: UP(z) = ﬁ”y —z|? + U(x)
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Deux types de problemes:
1. Classification ou segmentation supervisée :
On connait 8 = {{gla s agM}a{Bla e a/84}a{’717 Ut a74}7£1} ety — z.

2. Segmentation non supervisée: y—z,0
— Apprentissage supervisée : zy — 0
— Apprentissage non supervisée: y—0

Quelques estimateurs possibles pour le probleme 1
— MAP (Maximum A Posteriori): & = argmax {P(z|y)}
T

— MPM (Maximum of the Posterior Marginal) :

z= {',/E\SES} avec T = argmax {ps(Xs = -'L's'y)}

Tg
— PM (Posterior Mean) Moyenne a posteriori:

T= {‘/T\SES} avec Iy = Z xsps(Xs = xs‘y)
T;€G

Deux algorithmes stochastiques:
— Le recuit simulé ou relaxation stochastique
permet d’estimer le MAP
— L’échantillonneur de Gibbs
permet de simuler des réalisations de p(z;|y,z;+;), et de p(x|y) et donc d’estimer le
MPM ou la moyenne a posteriori.

Quelques estimateurs possibles pour les problémes 2
— Apprentissage supervisée: T,y — 0 MAP, PM, MPM
— Apprentissage non supervisée: y — 0 MV (EM)
— Segmentation non supervisée: y — a,@ MVG

Lorsque x est modélisé par un champ unilatéral ou par une chaine de Markov :
~y,0 — Z\APp Viterbi (Programmation dynamique)
-y — éMV ~ EM, (Forward-Backward)
—y — T\ Ap.fMy:  Algorithme itératif, par ex. MVG:

4(0)

~ (1) ~
0y — a:i\l/[)AP,y — Oy — wg\l/[)AP,y — -
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10.7 Application en restauration d’image

Modéle de Geman-Geman: modeéle couplé pixels-contours
o F={F;;(ij) €Zyp} champ intensité U(f|l)
o L={Lyp,(x,B) € Dy} champ des lignes U(I)
e X=(F,L) image U(f,)=U(fIl)+U()
o G={G;;(ij) €Z,} image dégradée

Gij = Z Hi kj1Fry+Nij ou g=Hf+mn
(k.0)

Remarque: le champ des ligne n’est pas dégradée

o N ={Nj;(ij) € Z,} champ bruit d’intensité (gaussien, blanc)
H = {H,;;,(i,j) € Zy} matrice de flou

Estimateur du maximum a posteriori (MAP)

X=(FL), z=(f])
Y= (g’[')a Y= (gal)

— X est un champ de Markov d’énergie U(f,l):

Voisinage pixels et voisinage contours
° o o o
e O o L E| D; DE|
. o o o eje J®

— N est gaussien, blanc et indépendant de F,
— H est invariant par translation:

1
P(G=g|X =x)=Kexp [—2—2 llg — Hf||2]
%
— Regle de Bayes: P(X = z|G = g) = Aexp [-UP(f,l)] avec

UP(fJl) = g—Hf|>+U(f)

S|
9,2
20}
— Loi a posteriori est aussi une mesure de Gibbs. Il reste & déterminer le systéme de

voisinage de cette loi.

— Le champ des lignes £ n’est pas affecté par la dégradation

— Le voisinage du champ d’intensité X est élargi par la réponse impulsionnelle de la
dégradation.
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10.8 Outils de simulation et d’optimisation

10.8.1 Echantillonneur de Gibbs

~ Soit P(X = x) une distribution de probabilité.
— Soit (sx),k € N une suite de visite des sites telle que, pour tout s € S, s est visité
un nombre infini de fois.

x(k+1) — XM s s# s,
s £ si 5= sy

¢ est une v.a. tirée suivant la loi conditionnelle
Psi(§ = A) = ps, (€ = Az = x(K),j # sk)

Si ’ensemble des états est fini ou si X est gaussien on a:
Théoréme :
Quelle que soit la configuration initiale g

lim P(X (k) = z|X(0) = z(0)) = P(X = x)

k—00

Remarques:

— Si X est un champ de Markov, la loi conditionnelle s’exprime simplement en fonction
de la configuration sur un voisinage de s, ce qui rend cette simulation raisonable en
temps de calcul.

— Pour la segmentation X|Y a la méme taille de voisinage que X, mais

— Pour la restauration la taille de voisinage a posteriori dépend a la fois de la taille de
voisinage a priori et du support de l'opérateur de flou.
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10.8.2 Recuit simulé

PX =2l =) = L exp[-U(@)] = n(a)

— Physique statistique : niveau d’intensité d’un pixel=état d’un particule élémentaire
— distribution de Gibbs: mr(x) = 1 exp [—lU(m)]
Z T
— chaque réalisation d’image représente I’état de I’ensemble des particule auquel on
associe une énergie U(x)

T — oo mr(x) — loi uniforme

T=1 mr(x) — w(x)

T — 0 7p(x) — loi concentrée sur I'estimée MAP

Algorithme de recuit simulé:
(avec l’echantillonneur de Gibss)

X,(k+1) :{ XE s s s

¢ si s =syg

¢ est une v.a. tirée suivant la loi conditionnelle

1 1 .
Pur (X =€) = - exp [—ﬁ U(X,, = zla;.j # si)

Théoréme: Si klim TrInk > K ou K est une constante assez grande, alors quelle que

—00
soit la configuration initiale X (0) = zo, P(X (k) = z|X(0) = z0) converge en loi vers une
distribution uniforme sur les minima globaux de U
10.8.3 Algorithme d’ICM (Iterated Conditional Modes)

(BEsAG)
1l s’agit en effet d’'une adaptation déterministe de l'algorithme précédent.

oy _ { X sLos# s
s - arg}r{nax{pi(Xsk =zxlzj,j #sk)} si s=sp

Cet algorithme est rapide mais le résultat dépend du point initial et fournit un minimum
local de U.
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10.9 Algorithmes de relaxations déterministes

Lors de calcul de la solution au sens du MAP, deux situations peuvent se présenter:

1. La loi a posterioi est unimodale.
Alors il n’y a qu’une seule solution et, en général, I'optimisation du critéere MAP
(Pénérgie a posterioi) ne pose pas de grandes difficultées et on peut utiliser les algo-
rithmes de descentes du type gradient ou autre pour effectuer cette optimisation.
2. La loi a posterioi est multimodale.

Dans ce cas le probléme devient plus difficile et il faut aller & la recherche de tech-
niques d’optimisation globale. L’algorithme du recuit simulé (RS) peut alors étre
utilisé, mais son coiit de calcul devient trés vite prohibitif, surtout lorsque la taille
de voisinage de la loi a posterioi) devient plus grande. En effet, la taille de voisinage
de la loi a posterioi) est directement liée & la taille de voisinage de la loi a priori),
mais aussi et surtout aux caractéristiques de la 'opérateur liant la grandeur obser-
vable & la grandeur inconnue. Par exemple, lorsqu’il s’agit de la ségmentation ou la
restauration d’image avec un noyau de taille trés réduite, alors on peut utiliser la RS.
Mais dans d’autres applicatiuons du genre la reconstruction d’image en tomographie
X ou par ondes diffractées ou le support de 'opérateur devient important, on ne
peut plus envisager 1'utilisation de tel algorithme. On peut alors faire recours aux
techniques de relaxations déterministes qui cherchent & faire un compromis entre
Poptimalité au sens de la recheche de I'optimum global et le cotuit de calcul. Parmi
ces techniques on peut citer la technique de non convexité graduelle (Graduated Non
Convexity GNC) que nous allons la décrire ici dans un cas particulier.

10.9.1 Principe de base du GNC

Soit J(f) un critére multimodal dont nous cherchons & trouver 'argument f corres-
pondant & son minimum global. La principale idée du GNC est de construire une suite de
criteres J;, (f) telles que:

— Jeo (F) soit convexe et

~-Vf limc—)coo Jc(f) = J(f)

Ensuite, on minimise Ji,(f) pour obtenir f, et finalement,

pour une suite de {ci,- - ,co0}, On minimise localement J, (f) au voisinage de la solution
obtenue a l'itération précédente.

On epere ainsi que la suite des solutions }' . ainsi obtenues converge vers le minimum
global du critere. Notons que, la convexité du J,, assure I'unicité de la solution, mais,
il n’y a aucune guarantie que l’algorithme converge vers le minimum global. Parmis les
points importants concernant cet algorithme, il faut noter que son coit, contrairement
aux algorithmes & base du recuits simulé, ne dépends pas de la taille de voisinage de la loi
a posteriori dans le cas d’un estimateur au sens du MAP.
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Final step
multimodale Criterion

Intermediate step

global minimum

convex criteri initial minimum

F1G. 10.2 — Principe de base de la technique du GNC.

Pour illustrer la mise en ceuvre de cette technique nous allons considérer deux cas:
— le cas du calcul de la solution au sens du MAP d’un probléme linéaire avec une loi a
priori markovienne dont le terme d’énérgie est nonconvexe ;
— le cas d’un probléme non linéaire ou la multimodalité du critere MAP vient plutot de
la non linéarité du probléme que du choix de la loi a priori.

Cas des probléemes linéaires :

Considérons le cas d’'un probléme inverse linéaire g = Hf + b en une dimension et
supposons que le signal d’entrée est un signal continu par morceau et notons par f le
vecteur contenant les valeurs du signal et par I le vecteur contenant les positions des
discontinuités (I; = 0, pas de discontinuité, [; = 1, il y a une discontinuité). L’objectif de
la reconstruction est alors d’estimer a la fois f et [.

— Modeles avec un processus de ligne binaire

p(f.llg) = p(glf) p(£[1) () —
UP(f ) =llg—HFI?+ UV =llg— HfI?P+UfIH) +UQ1)
— Si le processus de ligne est non-interactif, ce qui signifie p(I) = []; p(/;) ou encore

U(l) = 3, ¢1(l;), alors on peut montrer que la solution

~

(1.f) = argmin {U” (£ llg)}
(b

peut étre calculés en deux étapes:
— Calculer f en minimisant un critére ne dépendant que de f:

UP(flg) = llg — Hf|? + 2D ¢([Df]s)
seES

avec D f un opérateur de différences finies et ¢ une fonction non-convexe et ;
— Déduire ! par une opération directe a partir de f.
— Exemple:

U =235 - ) - L), U =sYL,

J
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Si
(1.f) = argmin {U?(f,llg)}
(F.h
alors
F= ar%fn)lin{U”(flg)} avec U”(flg) =g — Hf|>+ Y ¢(z; — z;_1)
J
avec
_ [ w2 si |t| <T
o) = { o= (T2 si|f|>T
et

Z\'_ 1 si |.’L‘j—.’17j_1|§T
7 0 si |£L‘j—.Z‘j_1|>T

— UP(f|g) est alors multimodale et la recherche de la solution MAP ne peut se faire
par une méthode d’optimisation locale.

— Recuit simulé trop couteux lorsque 'opérateur H a un support large. En effet le
cout de calcul de cet algorithme croit d’une manére exponentielle avec la taille de
son support.

— GNC est une technique d’optimisation non-locale dont le cotit de calcul n’est pas
dépendant du support de 'opérateur H.

Non convexité vient du choix du terme UP(f|g) qui est une conséquence du choix de
la loi a priori . C’est pourquoi pour mettre en ceuvre 'algorithme du GNC dans ce cas,
on peut envisager de définir une suite de critéres J.(f):

Je(f) =llg — Hf|II” +_ ¢elzj — 1)
J

avec
(At)? si [t < qc
d(t) =< a— %c(|t\ —1)? s> |t >
a = (\T)? si [t >
ou

ge = T(1+2)2/c)~1/2
re =T(142X2/c)!/?

$(1) (1)
=0 o= (\D2___...
] ‘ J{

=T T t —Te —T-qc qcT Te t

Fi1G. 10.3 — Fonction quadratique tronquée et sa relazation
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La principale difficulté est ensuite de trouver un ¢y telle que Ji, (f) soit convexe et
ensuite choisir la suite {cp,c;,---}. La solution est alors calculée par

~

foo=arg  min  {J,(f)}
fevif., )

— [Blake et Zisserman]:
— Segmentation d'image A = I — Probléme bien posé

Je., (F) = llg — FI? + @, (f), Jco tel que Jg, soit convexe
— [Nikolova, Djafari, Idier]:

— Extension pour les probleme mal posés A

Acp tel que J,, soit convexe —»

JCk(.f) = Hg - 14f||2 +q)6k(f) + \Dak(f)

Double relaxations: ar— 0 et ¢y cxo
— Extension pour d’autres modeéles que celui de la chaine ou membrane faible

[GG84, Gem90, GR92, Bes74, Bess6, Bes89, BG93, BZ87, NMDY6a]
A COMPLETER
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Cas d’un probléme inverse non linéaire: Dans le cas d’un probléme inverse non
linéaire g = H(f) + b si on choisit de définir la solution comme le minimum d’un critére
du type:

~

J = argmin {7(5) =llg - HE)IP+ 25},

méme si on choisit Q(f) convexe, J(f) est en général non convexe et multimodale & cause
du terme de I’adéquation aux données ||g — H(f)|?.

Ici, pour illustrer I’'usage de I’algorithme du GNC, il faut bien entendu préciser la nature
de lopérateur nonlinéaire H (f). Pour ceci, nous allons considérer le cas d’un probleme de
I'imagerie & ondes diffractées :

o) = [ Gulriro)f@)ar', ries
D
o) = do()+ [| Golrree) 1@ ar', reD
La version discrétisée de ces deux équations:

g = GnF¢+b
¢ = ¢o+ G F

Remplacant la deuxieme équation dans la premiére on a:
g=H(f)+b avec H(f)=GnF(I-G,F) " ¢,
J(z) = |y — A(@)|” + Q(z) (10.1)
Alx) = G X (I - G,X) ' ¢, (10.2)
Un choix possible pour créer une suite de criteres relaxés est :
H. (f) = GnF(I—c,G,F)" !¢, (10.3)

avec ¢y = 0, and limy_, ¢ = 1.
Notons que pour ¢y =0 on a:

Hy(f) = GunF¢y —  Jo(f) = llg — GmF > + Q(F).

et on retrouve ’approximation linéaire de BORN.
Pour ¢ = 1, effectivement on retrouve:

H\(f)=H(f) — J(f) = J(f)
A COMPLETER

10.10 Problemes et questions ouverts

Probléme essentiel :

Coiit de calcul tres élevé du MAP
e potentiels convexes/non convexes — optimisation locale/globale
e Optimisation stochastique ou déterministe
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Solution proposée:
Relaxation déterministe: GNC
Non-convexité graduelle (GNC): Technique d’optimisation non-locale

A COMPLETER
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Chapitre 11

Choix des hyperparametres

Dans ce chapitre nous aborderons le probléme de l’estimation des hyperparameétres,
et en particulier, celui de la détermination du parametre de la régularisation. Dans un
prmier temps, nous décrirons briévement les méthodes classiques du type: adéquation au
données, la courbe en L, la validation croisée, et la validation croisée généralisée. Ensuite,
nous présenterons le probléme général de I'estimation des hyperparameétres dans le cadre
bayésien.
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11.1 Position du probleme

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que la résolution d’un probléme inverse
ne peut se faire d’'une maniere satisfaisante que qu’avec I’apport d’une information a priori
appropriée. L’idée de combiner I'information contenue dans les données avec celle de 'a
priors est a la base de la notion de la régularisation.

Par exemple dans 1’approche classique de la régularisation (au sens de Phillips, Towmay
et Tikhonov), nous avons vu que la solution est définie par:

~

f= arg}nin{ng - Hf|? + \||Df|?}

ou A est le parameétre de régularisation qui a pour role de faire une compromis entre la
fidélité aux données et I'information a priori qui est ici la variation douce de la grandeur
inconnue.

D’une maniére plus générale on peut définir une solution régularisée par:

~

f= arg}nin {Al(g,Hf) + /\Az(f,?oo)}

ou A1 et As sont deux distances, la premiere dans I’espace des mesures g et la deuxiéme
dans l'espace des inconnues f.

Notant, la solution pour A = 0 par _7’0 et la solution pour A = oo par }'00 on peut
encore généraliser (ou reécrire la définition de la solution régularisée par:

~

J = argmin {A1(£.F0) + Mo (£, Fo0) }

ot Ay et Ag sont deux distances euclidiennes, ;'00 est la solution que 'on obtient lorsque
A — oo (la solution a priori) et f, est la solution que I'on obtient lorsque A — 0 (la
solution inverse généralisée par exemple).

Arrivé a ce stade deux questions se sonts posées :

— Régulariser de quelle fagon ou comment choisir Ay et Ay?

— Régulariser jusqu’a quel point ou comment choisir le parametre de la régularisation?
Les figures de la page suivante montrent, sur un exemple du probléeme de déconvolution,
Peffet du parametre A sur la solution.

0§A<m

F(X.g)

Fi1G. 11.1 — Choiz du paramétre de régularisation



11.1.

POSITION DU PROBLEME
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E)

yb®

=

Q)

ER)

—o.2

Signal de sortie g(t) avec bruit RSB=20 dB.

D=lly—>"I/IlIvI|=0.01=2=23
o.

o.
o.
o.
o.
o.

o.

I
00

00000000

NP OB N DMD DN

00000000

=

-+

s -

=

“a

=

=

g(t)

D=lIy—>"II/IlI¥I|=0.01138

[=Y=)

g()

D=lIy—>II/IIvI|=0.01291

[=Y=)

N B OB NWNOO0 NGB
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11.2 — Effet du coéfficients de la régularisation sur le résultat d’une déconvolution.
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Nous avons vu ensuite que les approches probabilistes ont essayé, d’abord, répondre &
la premiére question. Mais, la réponse & la deuxieme question est resté & ce jour encore
un probléme ouvert.

Dans ce chapitre, d’abord, nous allons considérer le probleme de la détermination du
parameétre de la régularisation, ensuite, nous allons étendre la question dans ’approche
bayésienne & la question plus générale de la détermination des hyperparametres.
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11.2 Choix du coefficient de régularisation

Dans cette section, nous allons considérer le probleme de la détermination du parameétre
de régularisation dans le cas de la régularisation quadratique:

?zm%ynuu» avec J(f) = g - Hf|? + N|Df|?

En effet, dans ce cas simple, nous avons une expression analytique pour la solution
régularisée :

~ -1

FO) = [HtH + ADtD] H'g
ce qui facilite la compréhension des principales méthodes de la détermination du parametre
de régularisation.

f - " 4&_ g 9 — [H'H+AD'D]"'H' —f(X~ H —3§(\)

Modele d’observation Inversion

Fi1G. 11.3 — Modéle d’observation et d’inversion en régularisation quadratique.

Notant par:
1
A(\) =H [H'H +)\D'D|  H'
on a les relations suivantes:

2

lg - EFO|" = Hg ~H[H'H +\D'D| ' H'g
— T - AWg?
IHf —gV|? = HHf ~H[H'H )\DtD]_l H'g ‘2
= ||Hf - AMg]|?

~ -1
If = FOI? =1If - [H'H + AD'D| " H'g|?
Utilisant ces relations, on peut envisager un certain nombre de méthodes pour la détermination
du A:
y . , def 5 2

— Adéquation aux données RSS()\) = Hg - Hf(/\)H

— Risque moyen E [||f - ;‘()\)HQ]

— Validation croisée E[llg —g(N\)|?]
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11.2.1 Adéquation aux données

Le probléeme de la minimisation d’un critére composite

II?H Al(g,Hf) + /\AQ(fa.?oo)

peut étre interprété comme un probléme d’optimisation sous contrainte

ngnAxf,?oo) sc. Al(gHSf) <a

ou encore R
nll;nAl(g,Hf) s.c. Ao(f,fs) <2

ol ¢; et cg sont deux constantes qu’il faudra déterminer. .. --

0T

Fi1ac. 11.4 — Choiz du paramétre de régularisation par adéquation auzr données

Pour mieu voir la limitation de cette approche, considérons le deuxieme cas. cy peut
alors étre considéré comme une statistique dont sa loi découle de la loi du bruit ou d’une
fagon plus générale de la loi p(g|f).

Supposons par exemple que b; v.a.i.N (0,0'g). Alors A; devient une distance quadra-
tique. Supposons aussi que Ay est choisi quadratqiue et égale & ||[Df||?. On a alors:

) =seggin (g~ HAIP + DS} = [t + 00 e

RSS(N) = [g - HF )] [ - HFW)] = o - HF )|
c: x*)(N) —c=NouN+2V/N
RSS(\) = NoZ — )\,

— 11 faut connaitre ag

- lg—HFW)] # g - HF]

— sur-régularisation
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11.2.2 Risque moyen

RMCE (|7 - F0g)l] = [ [£ - F09)] plals ) dg

~

FO = [H'H + AD'D] ' H'g

A = agmin{E [IIf - FO0)I°] }
= [~ AQIHS|® + o} Tr {AN))?

ou .
A(\) = H [H'H +)\D'D| H'

et si Hn’est pas singuliére
AN =[I-2Q] ' avec Q=[H']'D'DH !
ARM = arg min {RM(A, f)}
A

— 11 faut connaitre o2
— RM(A,f) dépend du vrai f qui est inconnu
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11.2.3 Validation croisée

L’idée de base dans les techniques de validations croisées est de partionner les données
en deux sous ensembles. On utiliserais alors les données g; dans le premiere sous ensemble
pour calculer la solution f()) et en déduire (ou prédire) celles du deuxiéme; g, = HF(A).
On peut alors déterminer la valeur optimale (au sens de la VC) du \ par:

~

A = argmin (B llg, ~ g2(V)] I}

Une partition la plus simple possible est d’éliminer & chaque étape une seule donnée
gi., c’est & dire:
Pl:{917"'agkflagk-kla"'agM}’ P2:{gk}

Notons par  g“=%)  [g1,...,9k 1,9k+1, - - - ,9n]. Le critére de VC peut alors s’écrire:

Vo) % 5™ g - hiF (g 9"
k=1

et
Ave = argmin {VC()\)}
A

Pour aller un peu plus dans le détail, considérons le cas de la régularisation quadratique:

~

F(Ag' ™) = [H'H - bl + 2P| [H'g - hig™®

_|_

lemme d’inversion des matrices

Y
VC(\) = [BWII — A(V)]g)?

- B(\) =diag {(1 —axx) '}
— Le calcul de VC(\) se rameéne & celui des éléments diagonaux de A()\)
~ Si A()\) diagonale, VC()\) n’a pas de minimum
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11.2.4 Validation croisée généralisée

VoG = —YC)
Tr{I — A(\)}?

def il 2 t 7 (—k)\1?
VOGN €3 wi(V? gk — b F (Ag™M)]
k=1

coeffs de pondération: wy(A\) = (1 —agx)(1 — Tr{I — A(\)})~*

XVCG = argmin {VCG(A)}
A

Calcul de VCG())
Ici aussi, comme dans le cas précédent, en utilisant la lemme d’inversion des ma-
trices, il est possible d’exprimer le critére en fonctions des termes calculable d’une maniére

récursive :
M U 2
VOGN =Y (—)
k=1

- Up =gk — h};;‘ ()\,g(_k)) résidu
— g = agp — 1
— Auxiliaire de calcul:
Py = (H'H + A\P)™!  Covariance de (_? - f)
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11.3 Un autre regard

f ~ N(OaU%PO)

b~ N(0,021)

glf ~N(Hf o} 1)

Probléme 1:
Etant donné H, ag,Po,ag et g, estimer f

Solution:

;o= (HH+ )\Pgl)_l H'g \_

flg ~ N(¥.P) -1
P = o (H'H+)P;") o

Probléme 2:
Etant donné H, Py,07 et g, estimer o2 et f

ou d’une maniere équivalente :

Etant donné H, Po,o,?, et g, estimer \ et f

Probléme 3:
Etant donné H, Py et g, estimer og,ag et f

ou d’une maniere équivalente :

Etant donné H, P et g, estimer )\,Ug et f

Notons: 8 = [02,02] ou 0 = [\,07]
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Adéquation aux données
1 .
Z = —5llg — HF|]* ~ loi de x*(N)
b
E[lg - Hf|?] = Noj
— Premiére approximation :

E[llg — Hf|I?| ~ RSS()) = llg — HF (M)

lg - HfN)|* =Noj — X (11.1)

— Deuxiéme approximation :

RSS(\)  _ llg— HFM)|?
T {I- AN} T {I- AN}

E[lg - Hf|?| ~

ou

A(\) = H [H'H + \D'D] T H

lg — HF )|
Tr{I - AN}

=No} — A (11.2)

— Les deux équations (11.1) et (11.2) sont non linéaires

— Dans le cadre des approximations circulantes des matrices, il est possible d’obtenir
des relation explicites pour leurs solutions.

Risque moyen

E[If - 7091 = [ [£ - 26.9)] plgls.6)dg

Validation croisée

Elg - HF0.9)] = [ [9- HF(6.9)] plglf.6)dg

Validation croisée généralisée

E(|Hf -30.9)°] = [ (Hf - 56.9)" pllf 6) dg



202 CHAPITRE 11. CHOIX DES HYPERPARAMETRES

Vraisemblance généralisée

(f.8) = arg max {p(£,g;0)} = arg max {p(g| f;0)p(f; 0)}
(f.0) f.0)

Vraisemblance marginale

)
Il

g ma (p(g;0)) = argmax | [ p(glf: O)p(£:0) a1

arg}nax {p(flg:8)}

“~h)
Il

La principale difficultée réside dans le calcul de p(g;8). C’est pourquoi, en général, on
utilise ’algorithme EM pour calculer la solution 8.
Pseudo-vraisemblance

Lorsque @ constitue les parametres de la loi a priori, p(f;@) et lorsque cette loi est
une loi markovienne, on peut envisager d’approximer la vraisemblance par

p(g;0) = p(g|f;0)> p(filfj;0;5 € v)
i
Contexte complétement bayésien

(£,8) = argmax {p(f,0|g)} = argmax {p(g|f,0)p(£|0)p(6)}
f.0) .0

Ici, la principale difficulté est le choix de la loi p(@) de telle sorte que p(f,0|g) soit uni-
modale et que la solution puisse exister et soit unique.
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11.4 Algorithme EM
(Expectation-Maximization)

Rechercher la solution 4 maximum de vraisemblance
Exemple:

~

8 = argmax {p(g; 6)} = argmax {Inp(g; 0)}
0 0

vraisemblance 1(0) =p(g;0)
— log-vraisemblance L(0) = Inp(g;0)

Calcul de p(g; @) n’est souvent pas aisé
— Algorithme EM permet d’atteindre le maximum sans calculer explicitement p(g; @):
Le principe de I’algorithme EM consiste a:

— Introduire une variable auxiliaire z reliée a g
— z données completes

— g données incompletes

{z} — {g} Projection: g =Hz

p(z.9:0) _ p(2;0)p(g|z) _ p(z:60)Ig(2)
p(g;0) p(g;0) p(g;0)

p(z|g; 0) =

1 sig=Hz

ot Ig(z) est la fonction indicatrice: Ig(z) = { 0 <inon

p(g;0) =/ p(z;0)dz
Ig(2)
— Algorithme iteratif:

(E) Caleuler Q(8:0") =E _ {Inp(z;6)}
Z|y;0

H

gt = arg maxg {Q(O; é(k))}

(M) Choisir 6

~k ~
— @ converge vers 0

Q0;8%) = E[lnp(Z;O)Ig;a(k)]

= E  _w{lnp(z;0)}
Z|Y;0

Y;

= [ p(=0)p(zlg;0") dz
Ig(z)
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11.5 Exemples et exercises:

Exercise 1:
y=1z+Db, :ENN(O,O';%), bNN(O,Jg)

Vérifier les relations suivantes:

ylr ~ N(m,og),
y ~ N(O,U§+O’g)
T 0 o2 o2
() ~ #((60) (% %
2 2 2
oo o
zly ~ N (2,22, avec Z= L
lv ( a%—l—af) %—Fagy

Exercise 2:
Etant donné y et o7 = 1, estimer z et § =
Vérifier les relations suivantes:

2
T

z~N(0,0) — p(z;0) = ! exp l—x—Q]

Vo P |20
b~ N (0,1 b= 1 s
~N(01) — P()—Eexp D)
—z)?
o~ N@1) — plyle) = <= exp [—(y ' )]

y~N00+1) — p(y;0) =

1
@+ 1) T [_2(9 1)

6 0
2_(9 9+1>, det | = 0

_1_1(94—1 —9) T
s7=s (T, p) det|ri=n
1
. 0 - det|%[7? 1 » (ay)
.0 .0
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Vraisemblance généralisée :

VG(z,0ly) = p(z,y;0) = p(y|z)p(z;0)

1 (y — )2 1 z?
= Eexp 5 \/ﬁexp T
= e [0 e )

Vraisemblance marginale:

MO = [ plewi0)ds = p(y:0)

1 y2
@+ 1) T | 20+1)
Estimation au sens du MAP de z si § connu:

T = arginax{p(wly;ﬁ)}ZargglaX{p(ylwﬂ)p(w;H)}

_ 1 (y—=z)*| 1 v
- arg;na,x{\/ﬂe’(p l_ 9 ] 270 P [ 29] }
_ argina‘x{z 75 P [_l(y + o 4 - 2wy)]}

0 0 0
= v N (e

Estimation au sens du MV de z si § connu:

& = argmax{p(y|z;0)}

= argmax { L exp l— (v - w)Z] }
z V27 2
=y —z~N(y1l)

205



206 CHAPITRE 11. CHOIX DES HYPERPARAMETRES

Vraisemblance généralisée:

(%,0) = arg max {p(z,y;0)} = argmin {— Inp(z,y;0)}

(z,6) (,

0 — oy L (y—a)?| 1 2
p(z.y;0) = plylz)p(z;0) = o P 5 55 P | "2
_ 1 2 x?
2o P l_i [(y_x) Ty
1 0+1
L(z,0) = —Inp(z,y;0) = In(27) + 2 [ln(@) +y? + %xQ - ny]
OL(z,0) (9+1 B )_0 L
oz \ 0 xzy - 1Y
OL(z,0) 1|1 x| B
26 5[5 ﬁ]_o 0=z
8
I |

Condition aux limites:

~ 2
0
9:<§+1> ¥ — 0242041 -0 =0—>A=2-9)?-4>=0—0>9y> >4

= argmax {p(wly; 5)}
T

= argmax {p(%;0)}
7

) &)
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Vraisemblance marginale:

6 = argmax{p(y;)}
[/

&)
I

arg max {p(aly;0)}

) - L v’
Pl = maen ™ [_2(0 + 1)]

—_

6 = P —1siy?>1
0 1

——y =y — -
0+1 y

8)
I

Contexte complétement bayésien:

(2,0) = arg max {p(,6]y)} = arg max {p(y|2)p(|0)p(6)} = arg min {~Inp(y,z,0)}

(w,ﬂ) T, ('7"5

L(z,0) = Inp(z,y;0)

1 1
= —]n(27r)—§[ln(9)+y2+0—g 2% — 2zy| +Inp(0)
oo 0,y 0
dL(z,0) 13 22 1 4
B ‘5[5‘@]:0 —r0=gw

Avec un choix de p(f) « 5 on a:

B o= ——y

p(9)0<% — ¢ g+l
i = a2

T 0 Yy

1 = 5.1
p()O(\/g é\ _ 153\2
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Algorithme EM :

6 0
2_<9 0+1)

1 1

—§(m,y)2_1 (2) =-3 (%mQ — 22y +y? + Indet |Z] + 21n27r)

0+1

Inp(z;0) x —1nf — 2 + 2zy — y?

p(21y;0) = p(w,yly; 6) = p(=y; )
. 0+1 . .
E [lnp(z; 0)|y; 0] =1né — TE [m2|y; 0] + 2yE [m|y, 0] —?

Q(G,g) =1lnf — %E [:1:2|y; 5] + 2yE [:1:|y; 5] + cte

9Q(0,6")

- plk+1) 2| 9K
50 =0 —4 = E[x|y,9 ]
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Exercise 3:
Extension au cas: g=Hf+b

f~NO,Rx =02Py), b~ N(,Rg=0lI)
Vérifier les relations suivantes:

9|f ~ N(Hf.Rp=oaiI)

g -~ N(O,Ry) avec RY:HR)(Ht-i-RB
o) ~ o ((0)=) = =g R
(g N 0 , 2 avec X = Ryx Ry

o Ryx =RYy = HRx
flg ~ N(f.P)

avec

f RxH'(HRxH'+ Rp)~'g= PH'R}'g
P = Rx-RxH'HRxH'+ Rp) 'HRx = (Ry' + H'R;'H)™!

Avec R = agI et Rx = agPO on obtient :

I t S e, o 1
f = (HH—I—)\PO) H'g avec )\—U—%—E

P = of(H'H+ )\Pgl)A
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Exercise 4:
Etant donnée H,g,af =1 et Py estimer f et § = o2.
Vérifier et compléter les relations suivantes:

F ~ N(0,0Py)
b ~ N(0,I)
glf ~ N(HF.I)
g ~ N(O,Ry)

Py P H!
2 - 9 1 I
HP, HPH'+1

det || = det|Rx — Rxy Ry'Ryx|det|Ry|

51 _ ( p! ~P 'RxyRy' )
~R,'RyxP! R,'+R,'RyxP 'RxyR,’

det ‘2_1‘ =

S et (2)

flg ~ N(F.P) = (2m) Faet | P Fexp | [1F ~ FYP 7 - 7]

avec . .
_? = (HtH + AP&I) H'g avec )= 7]
P = (H'H+)\P;')™!
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Vraisemblance généralisée :

VG(f,0lg) = p(f.g;0) = p(g|f)p(F;0)

— (2m) ¥ det | Ru|F exp |- [lg - HAI'R;'lg - H)| x

X(QW)_%det |RX|_% exp [—% [ftR)_(lfH

_N
2

— (2m)~ ¥ (6det |Pg|)~} exp [—% [blg — Hl'lg — Hf) + ftPolf]]

Vraisemblance marginale:

VM(6lg)

/ p(f.9;0)df = p(g;0)

1
= (ZN)_%det |Ry|_% exp [—5 [gtR;/lgH

1
Ry =6 (HPOHt + 5)
Estimation au sens du MAP de f si § connu:

f = arg}naX{p(flg;ﬁ)}Zarg}naX{p(glf;G)p(f;H)}

= arg}nin{[g — H_f]thl[g — Hf]+ ftR)_(lf}
- (1LIt1ar+,\P51)_1 H'g, )\:%

Estimation au sens du MV de f si 8 connu:

f = arg}nax {p(glf:0)}

N | =

= argmax {(2%)_%det |RB|7% exp [— [[g ~ HfI'Rp'[g - Hf]]] }
= arg;nin {lo - Hf'Ry'lg - Hf)}

— (HtH)*IHtg
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Vraisemblance généralisée

p(f.g;0)

~

(£.0) = argmax {p(f,g;0)} = argmax {Inp(f,g;0)}
(f.0) (f.0)

= p(g|f)p(f;0)
— n) ¥det|Ro| "} exp | [lg - HA'R;'g - H)| x

1

x(21) > det |Rx |2 exp [—5 [ftRxlfH

— K0 Fexp|~3lo— Hf'lg — HS)— 5, /'P; 1]

L) = Inp(£.9:0) o |00 + g — HfVlg — Hfl+ 57'P5" ]

|

dL(f,0)

-1
7 = — f=(H'H+\P;') H'g
dL(f.0)
o

I
o

— 0= f'P;'f

(H'H + AP)) " H'g
= f'P;'}

——
) )
Il

arg max { p(f|g;0) }

~

axg e {p(750) )

0

——
) )
I |
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Vraisemblance marginale:

~ 1

0 = argmax{p(g;0)} = (2#)_%det ‘Ry|_% exp [—5 [gtR;lgH
0

F = argmax{p(flg;0)}
!

Ry =0HP.H'+ 1

-~ _1

§ = argmin {lndet ‘GHPOHt n I‘ —g' (0HPoH' + 1) g}
0

F =

g {p(lg:0}

Contexte complétement bayésien :

-~

(f,0) = argmax {p(f,0]g)} = arg max {p(g|)p(z|0)p(6)}
(f.9) (f.9)

p(0) %

L(26) =lnp(f.g:6)  [ln0 + g — HFVlg — Hf)+ ;£'P; f| ~no

dL(g;’e) =0 —f=(HH+ APO)*1 H'g
dL(f.0) _  ptpe
B -0 —o= fipytf

(E'H + 2Py) ' Hg

7Py}

——
) ~h)
1
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Algorithme EM

2 = (;) — p(z;0) = p(f,g9;0) :N((g> ’2)

Inp(z;0)  Indet |Z| — [f,g]Z" (‘5)

p(z|g;0) = p(£.9l9;0) = p(f1g;0)

~

E [lnp(z;0)|g;9] = Indet | - E [[f’g]zl (g)]

Q(O,g) =1Inf — efz—lE [f2|g; 5] + 2gE [f|g,§] + cte

~, 2
dQ(6,6W) _ A1) _ g2 a0] 0P 6"
== =0 — % —E[Plg8 ]_9<k)+1+
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Chapitre 12

Etude de cas et exemples
d’applications

Dans ce chapitre nous étudierons un certain nombre de problémes classiques comme la
déconvolution des signaux, la restauration d’image, la reconstruction d’images en tomo-
graphie X, la reconstruction d’images en tomographie & ondes diffractées, la reconstruction
d’images par courants de FOUCAULT en controle non destructif, etc.
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12.1 Déconvolution des signaux

12.1.1 Un probléme d’instrumentation

Voici un exemple de probléme ou les mesures effectuées par I'instrument ne sont pas
satisfaisantes et il est impossible de changer I'instrument. On voudrait cependant corriger
les défaults de I'instrument par une méthode numérique de déconvolution.

Dans cet exemple nous allons étudier successivement les problémes suivants :

— P’estimation de la réponse impulsionnelle d’un systéme de mesure & partir de sa

réponse indicielle;

— P’estimation de la réponse impulsionnelle d’un systéme de mesure & partir de sa sorite

a une entrée quelconque mais connue;

— D’estimation de 1’entrée lorsque la réponse impulsionnelle est connue (déconvolution

simple);

— D’estimation de I'entrée lorsque la réponse impulsionnelle n’est pas connue (déconvolution

aveugle);

Nous examinerons :

— Méthodes naives
Filtre de Wienner
— Régularisation quadratique pour I'inversion

— Régularisation quadratique pour I’estimation de la réponse impulsionnelle
— Une méthode de déconvolution aveugle basée sur la régularisation quadratique

12.1.2 Meéthodes naives

Il s’agit d’examiner les résultats que ’on obtient lorsqu’on utilise une méthode naive
du type filtrage inverse pour inversion :

y(t) = h(t) x z(t) + b(t) — TF — Y (w) = H(w) X (w) + B(w) —

X(w) = Y (w) — TF inverse — Z(t)

H(w)

et du type dérivation de la réponse indicielle pour le calcul de la réponse impulsionnelle:

u(t) = /0 "Bty dt —s h(t) = dzgt)

Effectivement, comme le montre les figures qui suivent, ces méthodes peuvent marcher
lorsqu’il n’y a pas du bruit. Mais, en présence du bruit, méme trés tres faible, ces méthodes
échouent tres facilement.
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u((t)

o 10 20 30 40 50 60

t
Signaux originaux: u(t), h(t), z(t) et y(t)
u(t)
b N o -
h(), he(t) x(t), xe(t)
0.8 - T
y(®. ye(®
0.6 - -
o.a s
N\
o.2 \ 4
A
N

. . . . .
(o] 10 20 30 40 50 60

. xe(t)

y(®, yve(

Avec bruit : rien ne va plus

F1c. 12.1 - Méthodes naives:

On calcule h(t) en dérivant u(t) et x(t) par filtrage inverse. Lorsqu’il n’y a pas de bruit,
tous va bien, mais lorqu’on rajouté un bruit sur les données les résultats deviennent trés
vite inexploitables.
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Y1), ye(d)

A x(t), xe(t)

Yy, ye(d)

F1c. 12.2 — Méthodes naives: On bricole en remplacant tous les valeurs de |H (w)| < €
par |H(w)| = € pour tenter d’éliminer la source d’ennui, mais sans succes. Trois valeurs
de € sont essayées.
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12.1.3 Filtre de Wiener pour ’inversion

Dans cette étude, nous considérons seulement le probleme de la déconvolution simple,
en faisant I’hypothese que la réponse impulsionnelle est connue parfaitement. La solution
est calculée par

oy @
HO p - 25

Sza(w)

avec I'hypothese 22() — r et différentes valeurs pour 7.
yp Spa (@)
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y(®, yve(

.

50 60

y(®, yve

a1 -
xe ()
0.8 - -
y(@®©. ye®
0.6 - -
0.4 —
o.2 —
-+ ——t
o — = 4
_o.2 . . . . . .
o 10 20 30 40 50 60

t

r = 10dB.

Fi1c. 12.3 — Filtre de Wiener en déconvolution :

On essai le filtre de Wiener avec Uhypothése i,z:((:’)) =

r pour différentes valeurs de r.
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12.1.4 Régularisation quadratique pour l’inversion

Dans cette étude, nous considérons seulement le probleme de la déconvolution simple,
en faisant I’hypothese que la réponse impulsionnelle est connue parfaitement. La solution
est calculée par

&= (H'H + \D'D') ' H'y
avec différentes valeurs pour le parameétre de régularisation A.

Deux cas sont étudiés correspondant a deux choix pour la matrice D:

— régularisation d’ordre zéro: D =1

— régularisation d’ordre un: D = TOEPLITZ[—1,1] est une matrice des différences finies

d’ordre un.
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7aN
1 T B
»
?’\k/ (1), xe(t)
y(®, ve(
60
xe(t)
y(®, ve(
P o S
TPt
—0.2 L L L \7 L L
o 10 20 30 40 50 60
t
Régularisation d’ordre zéro. A = .02
y(@®. yve()
_o.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(o] 10 20 30 40 50 60

Régularisation d’ordre zéro. A = .05

F1G. 12.4 — Déconvolution par régularisation d’ordre zéro.
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\ x(t), xe(t)

y(®, ve(

S ——a S
50 60
.
A\ <, xe®
\\
v, ye(
~ e .
e
50 60
x(D), xe(d
\
y®. ye()
— e
S s e
S—F
—0.2 ’ y ‘ ‘ ‘ ‘
o 10 20 30 a0 50 60

t

Régularisation d’ordre un. A = .05

F1a. 12.5 — Déconvolution par régularisation d’ordre un.

223
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12.1.5 Régularisation quadratique pour ’estimation de la réponse im-
pulsionnelle

Dans cette étude, nous considérons seulement le probléme de I’estimation de la réponse
impulsionnelle h(t) & partir de la réponse indicielle u(t). Notons que la relation entre ces
deux grandeur s’écrit :

u(t) = /0 "Bty dt —s h(t) = dzgt)
Discrétisation :
. u(0) N W)
wm) =S bk — |+ | =|1 ! :
= wony) o \aan

u= Ah

Solution régularisée :
_~ _1
h=(A'A+\D'D)  A'u

Dans le cas plus général ol 'entrée est un signal quelconque, on a:

y(t) = [h+ f1(2) + b(2)

Discrétisation : u
y(m) = Z z(k)h(m — k) + b(m)
k=0
z(0) O eee eee e 0
y(0) .
z(1) z(0)
y(1) E h(0)
=| (v z(0) :
SOl N T (1) | \h(p)
M
v 2(M) 2(M - p)

y=Xh+b avec X = TOEPLITZ(x),

Solution régularisée :
_~ _1
h=(X'X+)D'D) X'y
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u

x(t), xe(d)

y(®, ve(

o 10 20 30 40 50 60

., xe(t)

ye()

ye()

F1G. 12.6 — Exemple de résultat. On estime d’abord h(t) a partir de u(t) et
on lutilise pour ’estimation de x(t) & partir de y(t)
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12.1.6 Déconvolution aveugle

Estimation simultanée de la réponse impulsionnelle h(t) et I'entrée z(t) & partir de la
sortie y(t).
y(t) = [k f1(t) + b(t)

Discrétisation :
P M
y(m) = Z h(k)z(m — k) + b(m) ou y(m) = Z z(k)h(m — k) + b(m)
k=0 k=0
h(0) 0 0
y(0) (0)
y | | M RO (1)
. : k(1) .
v || #(M )
0 h(p)
y(M) h(0) 0 z(M)
0 0 h(p) h(1) h(0)
o) O 0
Y
z(1)  z(0)
y(1) E ho)
= z(p) z(0) :
O ) e (1) | \h(p)
M : :
y(M) (M) - o a(M—p)

y=Hx+b ou y=Xh+b avec H = ToEPLITZ(h), X = TOEPLITZ(x),

. 2
p(ylz,h) o< exp —FHH—H@UH]
[«
pe) x exp|-51D.al?)

o) o exp|-51Dal?]

p(:c,h|y) X  €xp _—J(wah)]
J(x;h) = ||y — Ha||” + \1|| Dph|® + Xo|| Dy
Estimation au sens du MAP :

(z,h) = arg min {J(z,h)}
(@,h)
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Mise en ceuvre:
On constate que J est quadratique en & & h fixé et quadratique en h & x fixé. On peut
utiliser cette constatation pour proposer un algorithme itérative :

z®) = argmin {J(.’B,h(k_l))}
(x)

A% - argmin J(x*~V h)

g min { }
~ X*(w)
H@ = FoE+ubaw @
% (w) A'w) g

|H (w)|? + Ao Dz (w)

Dans le cas de la restauration d’image:

PN X* (wg,wy)

H Y Y
(ww,wy) ‘X(wm;wy”? T+ )‘th(ww,wy) (wwawy)

~ H*(wg,w

X (wg,wy) (wawy) Y (wg,wy)

‘H(wwawy)P + /\2Dw(wmawy)
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(1), xe ()

Y, yve()

o.at =
N\
o.2 \ =
N N
~.
. “~e_

°r \Jﬂ"/;:\‘f_‘f:» AR B

_o.2 . . . A . .

o 10 20 30 40 50 60

Résultat a l’itération 1

x(t), xe(t)

Y, ye()

0.2+ N\ m
N N
N
. “~e_
°r \JF%/;WV\‘E—_‘T:» AR B
_o.2 . . . A . .
o 10 20 30 40 50 60

h(, he( y \ . xe(t)

()., ye()

v
‘
|
|
|
|
)

[e] 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0
Résultat a I'itération finale.

Fi1G. 12.7 — Déconvolution aveugle:
Ezemples de résultats de estimation simultanée de h(t) et de z(t) a partir de y(t) avec
trois jeur de paramétres différents pour (A1,A2) = {(20,1),(10,1),(20,05)}.
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Ecriture des relations en continu:
Considérons le probleme de la déconvolution aveugle des signaux:

g(t) = h(t) * f(¢) + b(?)
et définissons le critére suivant :
J(£.h) = g = b fI? + Ailldy = F1I” + Aellda + b
ou dy(t) et do(t) sont deux fonctions connues.
aJ
of

aJ
oh

= —2h(=t) * [g(t) = h(t) * ()] + 2Xadi(—2) * [ (¢) * [ (2)]

= —2f(=t) % [g(t) — h(t) % F()] + 2hado(—t) * [da(t) * h(2)]

Passant dans le domaine de FOURIER on obtient :

[[H@)P +M[D1(@)P] Flw) = H*w)G(w)
[IF@)2 + XDy (@)P] Hw) = F*w)G(w)

H*(w)G(w)
F(w) |H(w)|? + Ai| D1 (w)?
) F*(w)G(w)

[F(@)[? + Ag| Dy (w)?
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Déconvolution avec une étape de calibration::

Considérons maintenant le cas ol, en plus des données, nous avons eu la possibilité
d’effectuer une calibration:

gc(t)
g(t)

et définissons le critére suivant :

= h(t) * fe(t) + ba(2)
= h(t) * f(£) + ba(2)

T(f.h) = llge = hox fel* + llg — hox FIZ + Mlldy * fI[? + Xolldo + A][®

ou di (t) et do(t) sont deux fonctions connues.

0.
of
0.
oh

[F(=2) % f () + fe(=1) * fo(t) + Aada (1) ¥ d2 ()] ¥ h(E) = [e(—t) % ge(t) + F (=

= —2h(-t) x[g(t) —

h(t) *
= _2fc(_t) * [gc(t) - h(t) *

F@)]+2xadr (=) * [dr(2) = f(2)]
fe®)] = 2f (=) * [g(t) — h(t) * F ()] + 2Xda (-~

[h(—t) % h(t) + Midy (—t) * di ()] * £(£) = h(—t) * g(2)

Passant dans le domaine de FOURIER on obtient :

[[H@)? + M[Di(@)P] Flw) = H*w)G(w)
(Fe@)P + [P (@) + X Da (@) Hw) = F(w)Ge(w) + F*(w)G(w)

H*(w)G(w)

[|H (w)[? + M| Dy (w)[?]
F¢ (w)Ge(w) + F* ()G (w)

|Fe(w)|? + | F(w)[? + Ao| Do (w)[?

t) *

t)

CHAPITRE 12. ETUDE DE CAS ET EXEMPLES D’APPLICATIONS

[da () * h(2)]

*g(t)



12.2. RESTAURATION D’IMAGE 231

12.2 Restauration d’image

Image d’entrée f(z,y)

Image de sortie g(z,y) avec bruit RSB=20 dB.
1R SRR L

50 100 150 200 250

Restauration sans régularisation Restauration avec régularisation

Fi1G. 12.8 — Restauration d’image sans et avec régularisation
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&BCDEFGHT
JELITHOF ()
RETTTICY 2

23425759

=
!

o rr
'|".':
-

=)

e

Lil =g FF

el

(LN

sz L[]

-
I
=
.
S
=
.
i

_
Y
-+

) r|.‘

i

Fi1c. 12.9 — Restauration aveugle d’image :

a) Image originale, b) réponse impulsionnelle

¢) Image dégradée sans bruit, d) Image dégradée avec bruit (données)

e) réponse impulsionnelle a initialisation,  f) Image estimée a initialisation,
g) réponse impulsionnelle estimée, h) Image estimée
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SRCOEFFHT

JELITHOFC)

ESTUTIAYE
A I-]:. |I-. . I_I -

T II..|.|.I -"|-.|- ..I__:.

.|_ atda Ll L
R -

TE LI -i"rl

—omTTraryy e

- 18wl ol Beill

- I_"-ll-. |.|I'-I

FighH |
al TR

e hr |I o oy

Fi1c. 12.10 — Restauration aveugle d’image :
a) Image originale, b) réponse impulsionnelle
¢) Image dégradée sans bruit, d) Image dégradée avec bruit (données)

e) réponse impulsionnelle a initialisation,  f) Image estimée a initialisation,

g) réponse impulsionnelle estimée, h) Image estimée

233
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SRCOEFFHT
JELITHOFC)
ESTUTIAYE

2 :-.1'=|-. 7 : E

S B R L Rl ¥

L e el et ] -I

-k LR

LR

Fi1c. 12.11 — Restauration aveugle d’image :

a) Image originale, b) réponse impulsionnelle

¢) Image dégradée sans bruit, d) Image dégradée avec bruit (données)

e) réponse impulsionnelle a initialisation,  f) Image estimée a initialisation,
g) réponse impulsionnelle estimée, h) Image estimée
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SRCOEFFHT

JELITHOFC)

ESTUTIAYE
A I-]:. |I-. . I_I -

Fi1c. 12.12 — Restauration aveugle d’image :
a) Image originale, b) réponse impulsionnelle
¢) Image dégradée sans bruit, d) Image dégradée avec bruit (données)

e) réponse impulsionnelle a initialisation,  f) Image estimée a initialisation,

g) réponse impulsionnelle estimée, h) Image estimée

235
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12.3 Reconstruction d’image en tomographie X
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12.4 Reconstruction d’image en tomographie microondes
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12.5 Reconstruction d’image en CND par courant de Fou-
cault
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Original

Projections

10 20 30 40 50 60 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

a

Backprojection

10 20 30 40 50 60

C

ME: log x GNC: Trun. Quad

Fi1c. 12.13 — Reconstruction d’image en tomographie X :

a) objet originale, b) projections (données),

¢) Reconstruction par rétroprojection, d) Reconstruction par régularisation quadratique,
d) Reconstruction par ME,

e) Reconstruction par modéle markovien et GNC,
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Annexe A

Algorithmes d’optimisation pour
un critere de moindre carrés

Optimisation d’un critére et en particulier un critére de moindre carrés (MC) se trouve
au coeur d’un grand nombre de problémes. L’objet de cette annexe est de fournir une
présentation des différents algorithmes d’optimisation que 1'on peut utiliser pour cette
tache, surtout dans les cas d’'un systéme non linéaire. Le cas linéaire s’en déduit, bien
entendu, comme un cas particulier.
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A.1 Introduction

Considérons tout d’abord le cas général de la minimisation d™un critere J(x), c’est a
dire le calcul de
z = argmin {J(z)}
T

Lorsque le critére est unimodal, on peut alors utiliser les algorithmes d’optimisation clas-
sique du type gradient pour calculer la solution. Notant par:

oJ oJ

t
G| legradient du g, gt = V7 (a*)

g=VJ(2)- |
et par

0%J
Ox;0x;

H=V?](x) = { } la matrice Hessienne du J, H* = V2] (:ck)

sa matrice Hessienne, la majorité des méthodes d’optimisation locale calcule la solution
d’une maniere itérative suivante:

2kt — 2k _ (k) pk)y g (wk)
_ 2®) _ g plgk
z®) 4 k) gk)

Suivant les différents choix pour a(*) et D*) on peut distinguer les algorithmes suivants:
1. Méthodes de premier ordre ou de gradient
— gradient a pas fixe: DW) = I, o) = o et d®) = —g®)
— gradient & pas variable: D®) = T et

b g®Wg® gk|?

~ g HFg®) T ||gk|%;

a(

— gradient conjugué:

B d(k)tg(k)
POk & LF G
gk) gk)

gk~ g(k—1)

2k — gk 4 oW gk k) —

At = gk 4 kg gk) = _

2. Méthodes de second ordre
1
— Méthode de Newton: D) — [H(k)]

1

241 = g®) _ o®) [F®] " g®

— Méthode de Newton approchée : D) = diag {dgk), ‘e ,dslk)} avec

5 -\ —1
i = Dy = (8 J)

8$i2

les éléments diagonaux de la matrice Hessienne.
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— Méthodes de Newton modifiées:

D — DO — [H<0)]‘1 -D

ou

2 —1
k) — PO _ g; ©) ... 10 © _ (9, 0
DY) =D —dlag{al1 e ody } avec d;’ = <8m, (x) >

A.2 Cas des critéeres moindres carrés

Considérons maintenant le cas des critéres de la forme

J (@ )=—||f )| = Z\fz

On a alors
0J(x) _ % Ofi
oxy, _i:1 Ory, ”*
et y
0%J () s 0*fi f, 4 9fi O
0T, 0%y, — 0rn0xm °"  Oxy, O,
Si on note par
oh  8fe .. Ofum
ox1 ox1 0x1
0 .. vz o2
* fu
OrN_1
ofh  Ofr Ofm
ox N ox N oz
on a
g
2 F'F L g
Vi(z) = + Z Barnaazm 9i

et on peut alors distinguer les algorithmes suivants:
-1
- Méthode de Newton:  D®) = [v21(z®)]

— Méthode de Gauss-Newton: D®) = (F'F)!
— Méthodes de Levenberg-Marquart :

D®) = (F'F + X 1)1
avec A%) une suite décroissante de nombres positifs.

— pour A grand : gradient
— pour ) petit: Newton
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— Méthodes de Quasi-Newton :

k), t(®) k) (k) t*) y(k
D+ — pt) pF)pt _ D®Q® Q" pk) 481 8) 4]t
pt(k)Q(k) Qt(k)D(k)Q(k)

p® = gkt _ k)
Q¥ = vJkt)) - vJy®)
S p® Dk Q)

pt®PQ® 7
() — Qt(’“)D(k)Q(’C)

— Méthode de Davidon-Fletcher-Powel (DFP): (k) =0
~ Méthode de Broyden-Fletcher-Golfand-Shayno (BGFGS): n*) =1
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A.3 Cas des problemes inverses avec un bruit additif

Considérons maintenant le modéle:

ou sous sa forme vectorielle :

y = h(z) + b,

ol y sont les données et x les inconnues.
Le critere des moindres carrés s’écrit :

M

J(@) = ly — h(@)I” = [y — h(@)]'ly — h(z)] = Y (; — hi(@))*
=1

Lorsque le systéme est non linéaire, ce critere n’est pas quadratique et, en général, peut étre
multimodal. Cependant I'usage des méthodes du type gradient est courant pour calculer
une solution correspondant 4 un minimum local de ce critere. L’objet de cette annexe est
de fournir une description succincte de ces méthodes.
Notons le gradient du critére par:
t
z; 71 TN

et la matrice Hessien du critere par:

9%J 8%2J 9%J
0x12 021012 O0r10zN
9%J
0r20x
V() = |27 o
T) = =
Oz 0wy 827
drn_10xN
92J 92J 92J
81N8m1 amNa’L‘N_l 3.1}]\72

Notons aussi:

o Tem] _em om Yt
Wm)—[ ]—[ |

8.72]' 8.'1,'1 ’ ’8.’EN
hy  _hy _0%h;
Ox1? Ox10x2 010 N
8%h;
dr2011
0%h;
Vih = la on| |
drzN_10TN
9%h; 9%h; 9%h;
amNal‘l az‘NamN_l 33}]\]2
et ohi  ohy .. ohy
o1 o1 o1
Ohy Shpy
oh ora ora
Ohr
Ozn_1
6h1 3/7,2 ah'M

oz N oz N oxn
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On a alors

t
Vi@ - -2 [g—;‘] [y — h(2)
= —2[H(z)'[y — h(z)]

V2i(z) — 2 [g—Z] o]+ [Z[yz- ~ hi(a)] v%(m)]

%

= 2[H(x)])'[H(x)] + 2 [Z[yz — hi(x)] Vth‘(w)]

Notons que pour un systeme linéaire on a

N
Yi = hl(:B) = Z hij-Tj = y=Azx+b,
Jj=1

avec
hii hig -+ hin
A= | '
Bast - - huyn
J(@) = |ly— Az’ =y — Az]'[y — Ax]
H = A
9%h;
on - [
VJ = —2A'ly— Ax]
V2] = 24'A

8%h;
Car g ba = 0,VE,L.
Développement & 1'ordre deux, en série de Taylor de J(x) autour d’un point &* donne
1
J(@) = J(2) +[VI(2")]' [z — 2] + 5[z — =]’ [V2I(2")] [z - 2]

Conditions d’existence d’une solution:

VJ(z*) =0
V2J(z*) >0 (C.N. dnn)
V2J(z*) >0 (C.S. dp)

La premiére condition d’existence d’une solution donne lieu au systéme d’équations non
linéaires :
Vi(@)=0 = [H(z")]'[y—h(z")]=0
Méthode de Gauss:
Développement & l'ordre 1 de y donne:

Oh(z*)
ox

¢
y:h(a:*)-i-[ ] [€ —z*] + b= h(z*) + H'z —z*] + b
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Viz)=0 = z=z" +[H'H 'H'y-h(z")

Algorithme:
o) = ¢ 4 o[H'H] ' H'[y — h(z®)]

Méthode de Newton—Raphson:
Développement & l'ordre 2 de y donne:

Vi@)=0=z=a" - [V2(z")] [VI()]

Algorithme:

-1

H'H + [y — hi(@™)] o (m““))] H'ly — h(z™®)]

k k—1

A.4 Comparaison entre les méthodes

Notons
Hy=[H(=®)|, et M= [M@z®)].

On a alors dans les deux cas:

k) = gk-1 4 aM; ' Hiy — h(z®)]

Méthode de Newton—Raphson :
M = lHin + lvi— hi(w(k))]Vth(ﬂc(k))]
i

Méthode de Gauss:

M), = [H.H ]
— Méthode du gradient conjugué:
¢ oh (k) . :
My, =[H.,H|, Hy= 8—(:1: )| est supposée Toeplitz
x
— Méthode du gradient :
M, =1

Dans le cas d’un systéme linéaire on a
H.=H=A, M,=M=H'H.

Ceci vaut dire qu’il y a I’équivalence entre la méthode de Newton—Raphson et 1a méthode
de Gauss.
Si le systeme linéaire et invariant par translation on a

H,=H=A (Toeplitz), M= M = H'H (Toeplitz symetrique)

Ceci vaut dire qu’il y a I’équivalence entre la méthode de Newton—Raphson, la méthode
de Gauss et la méthode du gradient conjugué.
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Annexe B

Algorithme de Gauss-Seidel pour
optimisation d’un critere
quadratique

Lorsqu’on cherche & optimiser un critére d’une maniere itérative, il existe deux ap-
proches:
— les méthodes qui mettent & jour ’ensemble des variables & chaque itérations, comme
par exemples des méthodes du type gradient ; et
— les méthodes qui mettent & jour seulement une variable a chaque itérations.
L’objet de cette annexe est étudier la méthode de Gausse-Seidel qui est une méthode de
la deuxiéme approche pour le cas du critére MC ou celui d’un critére régularisé.



250 ANNEXE B. ALGORITHME DE GAUSS-SEIDEL POUR OPTIMISATION D’UN CRITERE QUADRATIQU

B.1 Introduction
Considérons le critére
J(z) = ||y — Az|

et son gradient :
VJ=2A'y — Az)

Rappelons le principe d’un algorithme du gradient pour calculer la solution:
g g

z® = o

Supposons maintenant, qu’a 'itération k£, on voudrait remettre & jour seulement la
variable x; et écrivons alors le critere en fonction de cette seule variable:

Jzr) = |y— Az’

M N 2

= > v iz
i=1 j=1
M N 2

= Y |vi— D ayz; — aiwk
i=1 j#k
Yl N 2 N

= > lw—Dayz | —2au | vi— Y aijz; | o + afai
i=1 7k 7k

o0J

M N
i =23 ai, | yi — Y aijx;
Lk i=1 j=1

i#k

M N

= =23 ai |y — ) aijzj — aiay
i=1
M N

= =2) aw | yi— D aijz; | — ajmy
i=1

J#k
Le critére J(zy) est quadratique en zy et sa dérivée est linéaire. On peut alors calculer
explicitement la solution en annulant la dérivée:

o5 _, 1 f: é":
a = Tk = =37 o Qik | Yi — ;T
Oxy, Ezj'\;ﬂ a?k i=1 j#k

1

M
2li=1 G, =1 j=1

M N
= 2 D ai | vi— Y aijTj + agmi

M N
1
= Tkt 5 2%k | Yi— > aijz
2 oim1 G, i=1 =1
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= Tt T Zazk (yz - A-'B(k)]z)

< Gy, Quf >

1

= — = a, — Azx®)
Tp + < g Ouf, > <a k,(y T )>

Pour simplifier ces écritures, notons par

T =T ) + T (k)

avec
T(—k) = [ml’ c o Te—1,0,T k41, ,'TN]t, et T(k) = [0 ,0,2,0, - - - aO]t
On a alors
J(zy) = axi + bxy, + ¢

avec

a = Y aj =|au?

i
b = —22 aik (yZ z aZ]:L‘J) = <a*k,(y A.'I:( ))>
% i#k

¢ = Z( Zawm]) = |y - Az _ ||2

i j#k

L’algorithme de Gausse-Seidel est fondée sur cette relation et donné par:

z® = o0
2FD = g a(k)g—; (=)
= :L',(Ck) + a® [At (y - Aw(k))]k

1

M
— k(R My — (k). k) = -~
= 1, +a Zalk (y, [Az ]z) avec o = — P

i=1
Rappelons a titre de comparaison la Méthode de Kaczmarz que nous I’avons vue dans
le chapitre concernant I'inversion généralisée :
z» = o0
(yi - [Aw(k)]i)
k) 4
< a’i*aai* >

(k) + (yzgtfaz;’m(i)>) @i, t=1,---M]1--- M]1,---
1% 5 Whix

= g

Qs

= X
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B.2 Le cas d’un critere régularisé
Le critére et son gradient dans ce cas sont :

J(@) = |ly—Az|®+ | Cz|?,
VJ = —24'(y- Az)+2\C'Cx = -2 [A'y - (4'A + 2)C'C)a

La méme démarche nous conduit :

J(zx) = |y — Az|” + \|Cz|?

N 2 N N
= Yi — Z aijxj> + Z <Z Cjn$n>
n=1

i=1 j=1 j=1

2

j#k J#£k

M N 2 N
= > lw—Dayz | —2au | vi— ) aizj | ok + afjai

N [N 2 N ,
+A Z Z Cin®n + CjkTk | + A Z (CknTn + CrkTk)

j#k \n#k n#k
aJ

M
Er = —QZaik ("Jz Zaw%) +2)‘Z chkcjnxn
=1

j=1n=1

J#k n=1 j=1

M
= -2 Z ik (yi — Z aijmj — aikwk) + 2\ Z In Z Cjkcjn
=1
+ 2\ Z Ty Z CjkCjn + 2AT) Z Cik

n#k j=1

M
= —22 [aik ('gZ Zazjx]> - azkxk
i=1

J#k

Solution explicite:
VJI=0— (AtA + ACtC)m = Aty s = (AtA + )\CtC)_lAt’y

Méthode du gradient :

z® = o0
2kt = ) 4 Ry g (m(k))
= z® 4 o® [At (y - Aa:(k)) - /\CtCa:(k)]

— :l:(k) + a(k)At’y — a(k) (AtA + iC'tC') iB(k)
o

Algorithme du Gauss-Seidel :

9 _ g
8£Ek_

N N N
1
Ty = i | Yi — ) aiiT; | — A Z Tn Z CjkCin
zﬁ‘ila%mz;wz ( 2 )

Cik i=1 Jj#k n#k  j=1
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1 N
= M 2 N 2 Zazk (yz - Zaz’j.Tj +aik~77k> - A

2i=1 4 + AN Cik i=1 j=1

N
Ty, Z CjkCjn + ATk Z ik
1 j=1 j=1

M=

n

1 M w N N
= @ik [Ax +AD) cik ) cinx
||ak||2+x||c*k||2 < (v - k) g ’ n; e

i=

= Tk

||a*k||2+x||c*k||2 4" (v - 4=W)] +a[c'cal] )

{
= {1a'y) [(AtAJr)\CtC)ac(k))]k}
{

e + Allc*kIIQ

||a*k||2+)\||c*k||2 <a*k’y Az ))>+A[thm<k)]k}

Algorithme:
29 = o
;vgﬁ_l) = :v,(ck) + o) 4 ok {<a*k,(y - Aw(k))> +A [thw(k)]k}
& 1
avec o =

@kl + Alle.s |2
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Annexe C

Expressions des différentes
fonctions potentiels

Dans cette annexe, nous faisons un inventaires des fonctions potentiels utilisées en
modélisation markovienne pour la résolution des problémes inverses.
Ces fonctions sont classées en deux familles: convexes et non convexes.
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C.1 Potentiels convexes

Quadratique ou Lo:

p(t) =
gt) = 2t
¢'(t) = 2
-4 -2 o 2 -4 -2 o 2 -4 -2 o 2 43 2 1 0 1 2

Quadratique prolongée en linéaire:

t2 lt| <1
o) = {Zt—l 1] > 1
2t |t|<1
/ _ =
$) = {2 1> 1
2 <1
”t — =
¢ (%) 0 Jf>1
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Ly,:

o) = |47, 1<p<2
¢'(t psign(t)[tP
¢"(t plp — 1) [t~

log cosh :
#(t) 2log(cosh(t))
, sinh(¢)
i

¢ () cosh(t)

1 — sinh®(¢
¢”(t) 5 ( )
cosh”(t)
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Racine carrée:

2t
/
t =
40 —
2
1!
t) = ———p
¢ () (1 +t2)3/2
N N . . B /
L1:
¢t) = [t
¢'(t) = sign(t)
¢'t) = 0
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Logarithmique:

¢(t) = (Jt[ +1)log(|¢| +1)
¢'(t) = sign(t) (1+log(|t| +1))

PG ——
[t] +1

a a a 4

3 3r 3 3

2 2F 2 2

1 1 1+ 1

/_/—/\\

o o o 0
-1 -1+ -1 1 M
> -2t —2 2
-3 -3 -3 3
—a —-a —a 4
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Le tableau ci-dessous résume ces fonctions:

cas | ¢(t) @' (t) " (t) références
1 [ 2t 2 Tikhonov
t2 [t <1 2t |t <1 2 |t <1
2 { 2%—1 |t|>1 { 2 |¢ > 1 0 |ff>1 |MHubertsl
3 |t 1<p<2 psign(t)[t[P~! p(p—1)|t|P~2 | Bouman & Sauer 93
inh(t 1—sinh?
4 | 2log(cosh(t)) z%h((t)) %Q(t()t) Green 90
VIiTE— t 2
5 [2v1+41t2-2 T T2y Aubert 94
6 ||t sign(t) 0 Rudin Osher 92, Besag 86
7 | (J¢] + 1) log(|t| + 1) sign(t) (1 + log(|t| + 1)) ﬁ Zervakis 95
8 ([t —m|+|t|+1) sign(t —m)
[t—m]|+[t|+1 [t—m| 1 :
log (ItIT + 1) log ( \tlﬂ + 1) =T Zervakis 95
12 It <1 2t |t <1 2 |t <1
9 N N AMD
{1—210g|t| lt] > 1 {Q_t';i it > 1 2 | >1
S 5 2.5
al - 2+ -
6 - -
3t 1 ast -
51 - >l i 1L i
1t {1 osf N -
4 i a
ol - of -
3 - -
-1t 1 -os} -
S| i -2t - -1t -
-3t 1 -1} -
1 - -
_4 - — _2 - -
o -5 -2.5 :
-5 5 =5 o 5 = o 5
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C.2 Potentiels non convexes

Hebert & Leahy, Perona & Malik:

$(t) = log(l+1t7)

2t
li
)y = ——
¢ (®) 14 ¢2
2(1 —¢2
o) = 2L
(1+1¢2)
Extension:
#(t) = log(1l+ [t[P)
tp—t
» |
¢(t) 1+t
¢,l(t) — p(p - 1)|t‘p—2(1 - tp) _p2t2p—2
(141tr)?

_1 -1t -1 1
s -2t -2 2
_3 -3t -3 3
-4 -4 -4 4
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Cas particulier p=1:

1+t
-1
n
t =
(1) (1+1¢)?
a a a 4
3 3r 3 3
2 2+ 2 2
1 1 //\\’ 1 1 AN
o o o | E— I
—1 1 —1 1
-2 —2r -2 2
_a a3} -3 3
25 o 5 25 o s 25 o 5 5 4 3 2 a1 0 1 2 3
Gaussienne inversée :
ot) = 1—e"
P = 2"

a a a 4

3 3+ 3 3

2 2+ 2 2

1 1t 1 1 -

~
AN
o o o 0 —
N
N\
/

-1 -1 -1 1
-2 -2+ -2 2
-3 -3+ -3 3
-4 -4 -4 4
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Lorentzienne inversée:

263

2
) = ——
¢(t) 1+ 2
2t
/
) = ——
(1) (14 ¢2)2
2(1 — 3t?)
9" (t) 1T 1 A3
(1+1)
Quadratique tronquée:
2t |t <1
9(t) { 0 J>1
) 2 |t <1
¢ (1) { 0 |>1
" 2 |t <1
9 (®) { 0 [ >1
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Le tableau ci-dessous résume ces fonctions:

cas | ¢(t) '(t) " (t) références
1| log(1+1¢%) e ot Hebert & Leahy 90
Perona & Malik 90
-1 _ —2(1_ _m242p—2
2 | log(1+|¢P) plltIL’;p p(p=1[t? (1—(|—1ﬂ’§§) P72 | AMD
3 | log(1+|t]) sign(t)l%Hf a7 AMD
4 | —e 41 et 2e= (1 — 242) Perona & Malik 90
5 | —— A Geman & McClure 85 90
. t? |t <1 2t || <1 2 |t <1 .
2y _ < < <
6 | min(1,t*) = { 1> 1 { 0 |f>1 0 |t >1 Blake & Zisserman 87
Geman & Geman 84
3.5 2
sl 1 ast -
1+ -
2.5 A
s \\&
2t i
o
1.5} i
_0_5 — -
1 G .l 6 |
0.5r 1 —1.5}F
(o] —2 .
=5 o 5 “s o 5
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Annexe D

Quelques exemples simples
d’inférence bayésienne

Dans cette annexe, quelques exemples simples de I'inférence bayésienne sont présentés.
L’objective étant plutot pédagogique.
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D.1 Introduction et rappel des notations

Dans ces exemples nous utilisons les notations suivantes :

|A|1/2 1
N(m,A) = (2n)72 exp [—E(az —m)'A(x — m)]
Probléme 1:
y=xz+b
b|B ~ N(0,8)
y|.’E,,3 ~ N(.Z‘,,B)
x|zo,0 ~ N(zo,0)
y T 0+5 0\ *
(V) ~ ((zg) 1 )
y|B,wo,0 ~N (370,%)

$|ya/37w050 ~ N(l'maam),

T ﬁ(&xo + By)

y|y7/87x019 ~N (mm’e?nm-Fﬂ)

b|yw87$010 ~N (O’Q%fnmfﬂ
/8 — O — xm = :EO’ 9m = 9
=0 — Tm =Y, Om = '8
B—ro00 — zpm=y, Orm = o0
0 — 00 — zy, = o, Om = oo
0:’)",8 — xm:HLl(T.’I)()—{—y), 9m:(r+1),3
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Exemple 1: y=6, =1, =5, 08=.5— x, =5.6666, 0, =15

—_- P, L IXlY), = pPXXIY) PXly)
0.6 0.6
0.4 0.4
o o
0.2 0.2
ol=C" Sz o
o 10 o 5 10
X
PYIY) P(bly)
0.8 0.6
0.6
o.al
= 0.4 o
0.2
0.2
o o
o 10 -5

<Ko
[o)e]
[0
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Probléme 2:

b|s ~ N(0,81)
ylz,B ~ N(z1,8I)
.'I»'|$0,9 ~ N(‘TOaH)

() amo e ((2). (5% 9))

(2o (). (5" 5

yi'ﬂam()ae ~ N($07%ﬁ)
y|/87$0a0 NN(‘TO]-amI)

$|y5187$070 ~ N(‘Tm’em)’
avec
Tm = g (020 + MBY) — Tm = 7 Bm-1Zm—1 + Bym)
O =0+mpB — Om =01+
Y= % 2 i Yi

yk|y’/81$059 ~N (mm’dom—_kﬂ)
bk|yaﬁa$050 ~N B

B=0 — Iy = Zo, 0y, =0

=0 — Ty =, O = mp
B—00 — xp=1, 0, = 00

0 — o0 — z, =, 0, = 0
m-—00 — Iy, =1, 0, = 00
0=rp — T = g (rTo +mY), Om = (r+m)B
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Exemple 2.1: y = [6,5],

T = 5.4, O = 2.5

—- P,

- I(X1y),

- P(Xxly)

0.8

0.6

0.4

0.2¢

Exemple 2.2: y = [6,5,4,7,3,5,6,8,7,6],
0=.5x,=05.667, 6,=10.5

=1,

330:5,

— P9,

5
Yy

- I(X1y),

- P(Xxly)

10

m = 10,

0.5

0.4}

0.3}

0.2}

0.1

Ko

10

]-a Zo = 5;

269

0=.5

PXIy)

0.8

0.6

0.4+

0.2r

10

I

pP(bly)

0.5

0.4+

0.3}

0.2¢

0.1+

§=5.7

PXIy)

p(bly)

0.5

0.4

0.3}

0.2}

0.1¢

[oe]
(9
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Probléme 3:

y=azx+b

blB
ylz,B

z|zo,0

(1) o0

y|/87$0a0

:13|y,,8,x0,0

y|ya/87$050
b|y7187$019

L A A A A

~ N(0,8)
~ N(az,B)

~ N(Io,e)
N (axo) (0-raa3 aO)_l
xo )’ ab 0
[/
~ N (azo,5575)
~ N(zp,0m),
avec

Ty = #(01‘0 + aﬁy)a
0, =0+ a2B

N AT, g4 g ﬂ)

20, 8
~N 0’20m+a2ﬂ)
Ty = T, 0, =20
Im = y/a, Om = a2ﬁ
ITm = y/a7 O, = 00
ITm = 20, Om = o0
Tm = 7oz (P20 + ay), Om = (r+a®)B
Lm = .',EO, em =
T = y/a, Om = a*f
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Probléme 4:

Yi :al‘+b’ia

bilB
b|p
yi|x7/8
ylz,B

z|zo,0

(Zg) 18,70,0
()

ylﬂa"EOaH
y|/3a$070

‘T‘y,ﬂaxme

yk|y76a$070
bk ‘y’ﬂam()aa

8=0
0=0
B —
0 — oo
m — 00

0=rp
r — 00
r=20

i=1,---;m —y=azxl+b

~N [ [ @0 , a’0+ 5 ab -1
To ab 0

N (amol) (a29+ﬂ1 aOl)
o )’ af1t 0

N——

e
~N <ax0’0+gzﬂ)
~ N(amol,ﬁI)
~ N(mmﬂm),
avec

Tm = 7 (00 + maBy) — sm = 5= (Om-120 + Bym)
Om = (0 +ma’B) — O =01 +a’p

g:%Eiyi

~N (awm,%)

)

L (magj +rxzg), O = (r+ma?)p

— ITm = Zo, Om

— ITm = g/aa Om

— Ty = gj/a, Om

— Zm = Zo, Om

— Iy = g/a'a O,

7 Im = e

— Ty = T, O = ¢
_)

T = Y/a, 0, = ma?p

271
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Probléme 5:

yZ:x—i_bZa

bilB
yz'%ﬂ

z|zg,0
0|a,b
(z,0)

$|$Oar,ﬂ
Bla,b
(z,8)

x|zo,r,r0,0

Yi |$07Tar07a'

$|ya$07rar03a

Yk |y7$OaT7TOaa'

ﬂ|y,$0,r,r0,a
9|’y,330a7',7"0ﬂ

0=0—r=0 — z,=1y,

0 — oo
m — 00

Cas particulier:

o =19y

sy — 1l __ s
1170—?/,(1—5,5—7

i=1,---;m —y=azxl+b

~ N(0,8)

~ N(z,5)

~ N(z,0), 0=rB, r=46/8

~ Gam(a,’l"b), a = Tob, o9 = (J,/b, E [0] = % — TTO’ Var [0] — ﬁz
~ NGam(zg,1,a,rb)

~ N(.’L‘(),T‘ﬁ),

~ Gam(aab)a a=rob, 19= G,/b E [,8] = B =rgy, Var [,8] = Eaé' =

~ NGam(zg,r,a,b)

~ St ($0,TT0,2G) ) E [CC] = Zo, Var [‘T] 2a 2 r}“()
~ St (ivoarrﬁroﬁa) , Elyl =20, Varlyl = 5%

~ St (.’Em,(m + T)Tm52am) )

avec

T = H_m(r:z:o-i-my) — Ty, = r+m (r+m—1)zm_1 + ym]
Tm = Gm/bm

am = a+m/2, by =b+ms?/2+ 50 (zy — §)?

y= % v 80 =2y — )

E[z|y] = zm, si 2a;, > 1

_ 1 2am
Var [o]y] = gy 7220,

mode(z|y) = zm,

si2ap, > 2

~ St (xm,#ﬂ_lrmﬁam)
~ Gam(a.,,bm)
~ Gam(an,,rby)
E[fly] = gz, Var[Bly] = gz,

g, mode(Bly) =
E[fly] = 7=, Var[f]y] = %

mode(f|y) = 2m=1

Tbm

am—1
b

b2 7

b, = b+ ms?/2

— Ty =m0, by =b+ms?/2+

— Tm = ga x|y,xo,r,r0,a ~ N(g70)

— Tm =Y am:a+m/27 bm: +(m/2)82
2 _
— Im =Y, am = mT_Habm = mT_H32’
rm = S%, 1 1
2
Var [zly] = 2 5

Sl =3 = b+ B+ (20 9
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Exemple 5.1: y = [6,5],
B8 =1,x9=>5,0=.5r=.5,
am = 3,b, = 4.15,1, = 0.7229,

Exemple 5.2: y = [6,5,4,7,3,5,6,8,7,6],
B=1x9=50=.5r=
am = T,bm = 13.88,7m = 0.5042,

—- PO,

-- I(X1y),

m = 2,

- P(Xxly)

PYIY)

— P9,

5
y

D, a=2b=47r9=.5,

- I(X1y),

10

7 = 5.5,
a=2b=4,rg = .5,

m = 10,

s? =0.25,
Ao = 0.25,Var [z] = 6
T = 5.4\ = 1.8072,Var [z]y] = .83

g=>5.7,
Ao = 0.25,Var [z] = 4.667

PXIy)

.. p(theta)

)
X

— p(thetaly)

2

theta

5?2 = 2.01,

Ty = 5.667, A = 5.294,Var [z]y] = .2204

- P(Xxly)

pPYIY)

10

PXIy)

a

.. p(theta)

5
x

— p(thetaly)

10

theta
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Annexe E

Quelques rappels sur les matrices

Dans cette annexe d’abord nous rappelons un certain nombres de définitions et de
relations sur les matrices et le calcul matriciel. Ensuite, les propriétés d’un certain nombres
de matrices que ’on trouve souvent en traitement du signal et des images sont étudiées.
parmi ces matrices, une place particuliére est donnée aux matrices de Toeplitz, de Hankel,
circulantes, bloc-Toeplitz et bloc-circulantes.

E.1 Introduction

E.1.1 Définition

Soient V et W deux espaces vectoriels sur le méme corps (le corps R des nombres réels
ou le corps C des nombres complexes ou, d’une fagon plus générale, le corps K des scalaires),
munis de bases {e;,i = 1,---,m} et {f;,j = 1,---,n} respectivement. Relativement & ces
bases, une application linéaire

AV —W

est représentée par la matrice A & m lignes et n colonnes:

a1 @12 -+ Qi

as az - Gy
A= ) )

Gm1 Am2 - QOmnp

les éléments a;; de la matrice A étant définis de facon unique par les relations
N
Aej = Zaijfj, 1= 1, e ,mMm.
j=1

Autrement dit, le j-éme vecteur colonne
a1J

a/2j
a.j = [Alyj =

G,mj

de la matrice A représente le vecteur Ae; dans la base {fj,j =1,---,n}. On note
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aiv = [Alis = (e a2 -+ )

le i-éme vecteur ligne de la matrice A.

— Une matrice A d’éléments a;; est notée A = [a;;]. Une matrice & m lignes et n
colonnes est appelée matrice de type [m,n], et on note A, ,(K) I'espace vectoriel
sur le corps K formé par les matrices de type [m,n]| a éléments dans K. Un vecteur
colonne est donc une matrice de type [m,1] et un vecteur ligne une matrice de type
[1,n].

— étant donnée une matrice A € Ay, 4(C), on note A* € A, 1, (C) la matrice adjointe
de la matrice A, définie de fagon unique par les relations

< Auv >p=<u,A'v>,, Vuec(C'vel™

qui entrainent [A*];; = aj;. De la méme fagon, étant donnée une matrice A €
Amn(R), on note Al e Apm(R) la matrice transposée de la matrice A, définie de
facon unique par les relations

< Auv >p=<u,A*'v >, Vu e R"v e R™
qui entrainent [A";; = a;i.
E.1.2 Opérations élémentaires
— Addition:

C=A+B, [C]=[A];j+[Blij

[A+B+C]|=[C+B+ A]=[B+C+ A]
— Multiplication par un scalaire:

C =)A, [Cl;j =)A];

AA+ B]=)A+AB

— Multiplication de deux matrices:
A la composition des applications linéaires correspond la multiplication des matrices :
si A = [a;;] est une matrice de type [I,J] et B = [bj;] est une matrice de type [J,K],
leur produit AB est la matrice C' = [c;] de type [I,K| définie par
J
C =AB — Cik = Zaijbjk
j=1

On rappelle que I'on a:

[A+B]'=A"+B', [A+B]*=A*+ B*
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[AB]' = B'A!, [AB]* = B*A*

A[AB] = [\A]B = A[\B]

A[B +C] = AB + AC

[A + B]C = AC + BC

E.1.3 Matrices élémentaires
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Une matrice de type [n,n] est dite matrice carrée d’ordre n. Si A est une matrice
carrée, les éléments a; sont appelés éléments diagonauz, et les éléments a;;,i # 7,
sont appelés éléments hors-diagonauz.

Une matrice de type [n,n] est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j, et
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour 4 < j.

La matrice unité est la matrice I = [d;;].

Une matrice est diagonale si a;; = 0, pour 7 # j on la note

Une matrice A est:
symétrique  si
hermitienne si
orthogonale  si
unitaire si
normale si

A = diag[a;;] = diag[ai1,a22,- - ,ann]

A est réelle et A = A?

A= A"

A est réelleet AA' = A'A =1
AA*=AA=1T

AA* = A"A

E.1.4 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A de type [M,N] est la dimension des sous espaces ligne et
colonne engendrés respectivement par les vecteurs lignes {a;,i = 1,--- ,M} et les
vecteurs colonnes {a,;,j =1,---,N} de A.

Une matrice est dite de rang plein lorsque rang [A] = min(M,N).

rang [A] est ordre de sa plus grande sous-matrice non singuliére.

Deux matrices sont dites équivalentes si elle ont le méme rang.

rang [A] = rang [At]

Si B est une matrice de rang plein réguliere, alors les matrices BA ou AB ont le
méme rang que la matrice A:

rang [AB] = rang [BA] = rang [A]
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E.1.5 Matrice inverse

— Une matrice A est inversible s’il existe une matrice, notée A~! et appelée matrice
inverse de la matrice A, telle que AA™! = A7'A = I. Dans le cas contraire, on dit
que la matrice est singuliere.

— Si A et B sont des matrices inversibles on a:

[A] 1 =[A ', [A*]'=][AY) et [AB] '=B'Aa!

— Une CNS pour qu’une matrice carrée de dimensions [N,N] soit inversible (ou réguliére)
est qu’elle soit de rang plein, c’est & dire rang[A] = N.

y = Az, z=Aly
(ABC)"' =c~'B7'A7!

E.1.6 Déterminant d’une matrice

N
det [A] = |A| = Y [A]; AL
j=1

det [A] = det [At]

det [ABC] = det [A] det [B] det [C]

E.1.7 Matrice singuliere

A est singuliere si det [A] = 0.

Az =0, Alz=0 V z#0.

E.1.8 Trace d’une matrice

La trace d’une matrice est définie par

N
tr [A] = Z i
=1

On a les relations suivantes:
N N
tr[A] = Zaii = Z)\i
i=1 i=1
tr[ABC] = tr[CAB] = tr [BC A]

tr[A+ B+ C] =tr[A] + tr [B] + tr [C]

La trace est invariante dans un changement de base.
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E.1.9 Vecteurs propres et valeurs propre d’une matrice

Un vecteur u est dit un vecteur propre de la matrice A si
Au = \u;

A est alors une valeurs propre associée au vecteur propre u.

Pour une matrice carrée on définit :
polynéme caractéristique:  f(A\) = det [A — M|

Matrice caractéristique: A— I
Equation caractéristique:  f(X\) = det[A — AT = 0]
Les wvaleurs propres {\; = X\i(A),i = 1,---,n} d’'une matrice A d’ordre n sont les n

racines, réelles ou complexes, distinctes ou confondues, du polynéme caractéristique
N
F) =det[A =X = (=A)"+> a5 (-N)""'+---+det[A] =0
i=1

Les v.p. d’une matrice ont une interprétation géométrique simple: Soit £" une espace
linéaire complexe & n dimensions et {ej,---,e,} une base dans cet espace. A la
matrice A et & cette base on peut associer un opérateur linéaire sous la forme de

N
Aej=> ajiei, j=1,.n
i=1

Ainsi les \; sont les v.p. de 'opérateur A, c’est & dire qu’il existe un vecteur
u=ujer +---+ue; +---+ upe, #0,

appartenant a ’espace £" de facon a avoir Au = Au. Ce vecteur est appelé le vecteur
propre de 'opérateur A correspondant a la v.p. A.

On montre facilement que

n

det[A] =[] A
i=1
Une matrice est réguliére ssi \; # 0,4 =1,--- n.

Le spectre de la matrice A est le sous-ensemble
sp[A] = Nj_1{Ai(A)}

du plan complexe.
Le rayon spectral d’'une matrice A est le nombre p(A) > 0 défini par

p(A) = m?X{|/\Z(A)|a i=1,---,n}

A tout valeur propre A\ d’une matrice A est associé (au moins) un vecteur propre
v #£ 0 tel que: Av = \wv.

Si A € sp[A], le sous-espace vectoriel {v € V; Av = Av} est appelé sous-espace
propre correspondant & la valeur propre .



280 ANNEXE E. QUELQUES RAPPELS SUR LES MATRICES

E.1.10 Valeurs singulieres d’une matrice

Les valeurs singuliéres de la matrice A de dimensions [M,N] sont données par

u?AA*ui =u;, t1=1,---,r

pPA*Av; =v;, i=1,---,r

ou r = rang[A]. Si on définit \; = ﬁ, 1=1,---,r en supposant Ay > \o > --- >0, et

si on les complete par des zéros, c’est a dire {\; =0, i=r+1,---,max(M,N)}, alors on
peut associer deux systémes de v.p. {u;, i=1,---,M}et {v;, j=1,--- N} aux {\},
tels que

Aui = AZ”U,L'
A'vi = >\in
AA*u; = N, i=1,--- M

A*A’UZ' = )\ZZ’UZ', ] = 1,--- ,N.

A2 u; et A2 v; constituent les ystémes caractéristiques de AA* et A* A, respectivement.
La matrice A peut se factoriser en le produit

A=UAV?

ou U est la matrice dont les colonnes sont les v.p. u;, V est la matrice dont les colonnes
sont les v.p. v; et A est la matrice diagonale formée de v.p. ;.

Le rang r de la matrice normale A*A est inférieur ou égale & inf(M,N). On complete
les matrices U et V par les (M —r) v.p. u; et les (N — r) v.p. v; qui correspondent aux
v.p. nulles, de facon & obtenir des bases completes respectivement de Y et de X.

E.1.11 Matrices et les opérations linéaires
Si commencant par une base {ej,---,e,}, on introduit dans un espace euclidienne "
un produit scalaire sous forme de
<@y >=a31y] + - Fxiy; + oo F TRy,

*

alors une matrice hermitienne A : ([A];; = [A]};) induit sur cette base un opérateur

hermitienne, c’est & dire
< Axy >=<z,Ay > Vae,ycl”
— Le produit scalaire a les propriétés suivantes:

Ve,z1,21,2,y et y, € E"
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<z,x>>0 Vr#£0
<(x1 + x2),x >=< 21,4y > + < T2,y >
<ax,y >=a< x:,y >

<zy>=<y,x>"
— Si A est une matrice hermitienne on a

< Az,x >= Zaijwix;‘-
i

Un telle forme est entiérement déterminée par une matrice hermitienne A. I’ordre
N et le rang de la matrice A sont appelés respectivement l'ordre et le rang de la
forme < Az,z >.

— Une tache importante de la théorie des formes hermitiennes est la réduction de la
forme hermitienne & la somme de carrées suivantes

< Az,x >= Z)\k|xk|2
k
ol Ty = C1xT1 + Copxo + - - -
Si r est le rang de A et z; sont linéairement indépendantes, alors seul r coefficients
A, dans cette équation son non-nulle.

— Soient V un espace vectoriel de dimension finie n, et A : ¥V — V une applica-
tion linéaire, représentée par une matrice carrée A relativement a une base {e;,i =
1,--+,m}. Cette méme application, relativement a une autre base {f;,j =1, -+ ,n},
est représentée par la matrice

B=P 'AP,

ou P est la matrice inversible dont le j-éme vecteur colonne est formé des com-
posantes du vecteur f; dans la base {e;i = 1,---,m}. La matrice P est appelée
matrice de passage de la base {e;,j = 1,---,n} dans la base {f;,j = 1,---,n}. Les
deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle
que B= P 'AP.

— Une méme application linéaire A étant représentée par différentes matrices selon
la base choisie, le probléeme de la réduction des matrices consiste alors de trouver
une base vis-a-vis de laquelle la matrice représentant I’application soit aussi simple
que possible. Le cas le plus favorable est celui ou il existe une matrice inversible P
telle que la matrice P! AP soit diagonale. Dans ce cas on dit que la matrice A est
diagonalisable. Les éléments diagonaux de la matrice P~' AP sont alors les valeurs
propres A1,Ag, - -+, A, de la matrice A, et le j-éme vecteur colonne p; de la matrice
P est formé des composantes d’un vecteur propre correspondant & A;, et on a:

Autrement dit, une matrice est diagonalisable ssi il existe une base de vecteur
propres.
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— Etant donnée une matrice carrée A, il existe une matrice unitaire U telle que la
matrice U ' AU soit triangulaire.

— Etant donnée une matrice normale A, il existe une matrice unitaire U telle que la
matrice U ' AU soit diagonale.

~ Etant donnée une matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale O telle
que la matrice O 1 AO soit diagonale.

— On appelle valeurs singuliéres d’'une matrice A carrée les racines carrées positives
des valeurs propres de la matrice hermitienne A*A (ou A'A si la matrice A est
réelle). Les valeurs singuliéres d’une matrice sont toujours > 0. Elle sont toutes > 0
ssi la matrice A est inversible.

— Deux matrices A et B de type [m,n] sont dites équivalentes s’il existe une matrice
inversible ) d’ordre m et une matrice inversible P d’ordre n telle que B = QAP.

— Pour une matrice réelle carrée A, il existe deux matrices orthogonales U et V' telle
que

U'AU = diag[u] -

— Pour une matrice complexe carrée A, il existe deux matrices unitaires U et V telle
que

U*AU = diag [p;] -

— Dans les deux cas, les nombres p; > 0 sont les valeurs singuliéres de la matrice A.

— Toutes les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles. Toute matrice
hermitienne est diagonalisable et la matrice de passage sont unitaires.

— Soit A une matrice carrée représentant une application linéaire d’un espace V sur le
corps C, muni de son produit canonique.

— Le quotient de Rayleigh de la matrice A est I'application:
Ry :{V -{0}} —C
définie par:

<v,Av > v Av
R = ’ = , 0
A(v) <v,v > v*vU v7

E.1.12 Décomposition tronquée en valeurs singuliére

Si les A; décroissent rapidement alors on peut approcher la matrice A par une décomposition
tronquée en valeurs singuliéres (k < r = rang[A]):

k
A= Zkiuivf + Ey
i=1

ou Ej est la matrice d’erreur de I'approximation. Si on définit Jp comme I’énergie de
Perreur par

N N N N
Te =3 Y B 17 =Y Y BB

1=1j=1 i=1j=1
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alors on montre facilement que l'on a
T
Je= > A
i=k+1

Si on définit oy par

Jo Di=1 Ai

alors 0<op<1l,ap=1,et a, =0.
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E.1.13 Inverse généralisée d’'une matrice
Considérons I’équation
y= Az
ou A est une matrice de dimension [m,n)].

— Définition de Moore:
Une matrice G' de dimension [n,m] est dite inverse généralisée de la matrice A si

AG=Py e GA=Pg

ou P4 est 'opérateur (matrice) de projection des vecteurs de I'espace £™ sur u(A)

et P est I'opérateur (matrice) de projection des vecteurs de 'espace £ sur u(G).
— Définition de Penrose:

Une matrice G de dimension [n,m] est dite inverse généralisée de la matrice A si

AGA=A, (AG)'=AG, GAG=G ct (GA)*=GA

— Ces définitions sont identiques si les normes associées aux espaces £™ et £" sont du
type euclidien: ||z| =< z*,2 >1/2.

E.2 Quelques matrices célebres

Matrices identité:

1 i=3 .
[I]ij:(sij:{ 0 ailleurs ’ J=1-N

II=II'=1, TA=AI=A

Matrices diagonales:

D =diag[dy,---,dy] — [D);j = d; 6;;

1 1
Dl =di [_,...’_]
1ag & dn
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Matrices d’inversion d’ordre

1

o . 1 . T = 1 i =N—-j+1, j=1,---,N
) ' Y ) 0 ailleurs

* =1, JP =g, I =J

— AJ inverse l'ordre des éléments des lignes de la matrice A.

— JA inverse l'ordre des éléments des colonnes de la matrice A.

— JAJ inverse 'ordre des éléments des lignes et des colonnes de la matrice A.
— Jh inverse l'ordre des éléments du vecteur h.

— Si h est un vecteur symétrique on a Jh = h.

— Si h est un vecteur anti-symétrique on a Jh = —h.

Matrices symétriques:
[S]l]:[s]]’h iaj:]-a"'aNa St:S

— Si S est une matrice symétrique avec des éléments réels, alors ses v.p. sont réelles et
il existe au moins une matrice R permettant d’avoir: R'SR = D, S = RDR!, ou
D est une matrice diagonale.

~ Etant donnée une matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale O telle
que la matrice O 1 AO soit diagonale.

Matrices anti-symétriques :

Matrices symétriques par rapport a la deuxiéme diagonale :

[S]Z] = [S](ij+1)(N7i+1)7 Z,] = ]-a e ’Na JSJ = Sta JStJ =8

Matrices anti-symétriques par rapport a la deuxiéme diagonale :
[R]Z] = _[R](N—i+1)(N—j+1)7 0Jj=1,---,N, [L?é]’ JSJ =-8'

Matrices hermitienne:

[H];; sont réels. Si H est une matrice hermitienne H ! (& condition qu’elle existe) est
aussi hermitienne, et on a ' Hx = of x||* est réel. A toute matrice hermitienne on peut
toujours associer un systéme de vecteurs propres orthonormés complet. Les v.p. de H sont
réelles et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

Matrices anti-hermitiennes:



E.2. QUELQUES MATRICES CELEBRES 285

Si K est une matrice anti-hermitienne K~ (& condition qu’elle existe) est aussi anti-
hermitienne, et on a 'Kz = —ja|/z||? est imaginaire Les v.p. de K sont imaginaires
et ses vecteurs propres sont orthogonaux. Une matrice quelconque A peut toujours étre
décomposée de la fagon suivante:

A= %[A+At]+%[A—At] = %[H+K].

Matrices idempotentes:
R'Q=Qq
Si A est une matrice idempotente et symétrique on a:

AZ=A'A=A

A2:UZ' = Az, = \jz; = A(/\Z.'Dz) = /\12.’13, — X, =0oul.

Matrices orthogonales:
0'0=00'=00"'=0"1'0=1
Deux matrices A et B sont similaires s’il existe une matrice C telle que
B=C'AC

On a alors: A = C 'BC. Deux matrices A et B sont orthogonalement similaires ou

congruentes s'il existe une matrice orthogonale O telle que B = O~'AO. On a alors
A=0 'BoO.

Matrices de décalages:
Z est une matrices de décalage vers le bas (ou vers la droite) si:

0 . 0
1 0 . 0
i .
Z=|0o 10 . 0, [Z],.jz{ é ;meﬂjs =1, N—1
0100 "
0 1 0
Z! est une matrices de décalage vers le haut.
Si Z est une matrice de décalage vers le haut on a:
B=2Z%AZ" By = [Almian g
B=27"AZ" [Blmn = [Alm+an+s
B=2Z"AZ" [Blun =[Alm—an—
B=27"AZ" [Blmn = [Alm—an+t8
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Matrices de décalage circulaire :
Py est une matrice de décalage circulaire vers le haut (ou vers la gauche) si:

010 . 0

0 01 0 . 1 4=1,---,N—1
Py=|0 0 1 0f, [Polij=q 1 j=1li=N

. . . 01 0 ailleurs

1 . . .0

Py est une matrice circulante. Elle peut donc étre factorisée de fagon suivante:
Py=WDW™!

ot D est une matrice diagonale et les éléments des matrices W et W ! sont données par:

[Wlpg = exp [%ﬂ(p - 1)(g - 1)] pg=1,---,N

(W = %exp [_T%(p —1)(g - 1)] , pg=1,---N

P, = P}, est une matrices de décalage circulaire vers le bas (ou vers la droite).

P'=Pi =P, P;'=P,=P,

Matrices triangulaires supérieure :

U1l U2 U3 U4 U5

0 uoe u23 uzs us

U=1] 0 0 ugz u3s uss
0 0 0 Ug4  U4gs

0 0 0 0 uss

1w wiz uis us 0 w2 wiz wig uis
0 1 ugz w24 wugs 0 0 uz wog wos
U1 == 0 0 1 Uu34 U35 , U() = 0 0 0 Uu34 U35
0 O 0 1 ugs 0 O 0 0 uys
0 0 0 0 1 0 O 0 0 0

L’inverse d’une matrice du type U est aussi une matrice du type U;.

n
det [U] = [J wii, det[Ui]=1, det[Ug =0
i=1
Matrices triangulaires inférieure:

0
L= |1I3 I3 I3z 0
lor lag laz g
Is1 sz sz lsa Iss
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1 0 0 0 O 0 0 0 0 O
o 1 0 0 0 lor O 0 0 O
lyr lgg lyg 1 0 lyr lag Iz 0 O
Is1 sz Is3 Isa 1 Is1 Is2 Is3 Isa O

L’inverse d’une matrice du type L est aussi une matrice du type Lj.

n

det [L] = [ lii, det[Li]=1, det[Lo] =0

=1

Matrices de Hessenberg supérieure:

hi1 hi2 hiz his his

hia hae hoz hos hos

H=| 0  he hsz3 h3s hss
0 O h3a ha has

Matrices de Hessenberg inférieure:

hor hoy haz 0 0
H = | h31 hs hsz hiyy O

hyr  hgg haz hag  hys

hsi  hsa hsz  hss  hss

Matrices tridiagonale:

bitr b2 0 O
b bay beg O
B=| 0 b3 bz b
0 0 b4z bas bss
0 0 0 bsg bss

O O O

Matrice de transformation de Householder
Définition
Soit v un vecteur complexe de dimension [N]. Alors v*!v est un scalaire réel et vo*! est

une matrice carrée de dimensions [N, N]. Soit I une matrice identité de mémes dimensions.
Alors la matrice

t

2 *
Hlv = I — W[U’U ]
est une matrice de réflexion ou matrice de Householder.
Propriétés:

— Hy est hermitienne et orthonormale.
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— La transformation y = Hx avec H une matrice de Householder est appelée la
transformation de Householder. Une telle transformation conserve 1’énergie du vec-
teur original x. (Ceci est vrai pour n’importe quelle transformation orthonormale.)

— Soit e; un vecteur base ([e;]i = d;;), alors pour un vecteur quelconque u il existe
une matrice de Householder H telle que

Hu = oej

ssi o est choisi telle que

N
. U
w'u = [0®| =) wjuj oubien o=+—"L+Vuu
pt |1
On a aussi v*H = o*e§~
— Soit v un vecteur, et v, son image & travers un hyperplan U sous-espace orthogonale
au vecteur u (symétrie plane). La matrice de transformation de Householder Hyq,

est une matrice qui nous permet de faire correspondre v, & v par

v, = Hyv

ou Hy = I — puul avecﬂzﬁ

v Tu/«’vr
N

Matrice de transformation de Householder hyperbolique
Soit @ une matrice diagonale avec des éléments diagonaux de +1 et 1. Soit v est un
vecteur complexe. Alors

N
’U*CI"U = Z |'Ui|2[q)]ii
i=1

est la norme hyperbolique du vecteur v. Une matrice Q qui satisfait

QReQ" =2

est une matrice hypernormale. Une telle matrice préserve la norme hyperbolique des vec-
teurs, c’est & dire: si y' = 2'Q alors y'Qy = £'Qz. Une matrice définie par

QQ'

Q'eQ

est appelée une matrice de transformation hyperbolique de Householder. H est hermi-
tienne et hypernormale par rapport & la matrice ®, c’est & dire H®H! = &.

H=%-2

Propriétés:
— det [H] = 1; H est une matrice non-singuliére.
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— H n’est, en général, pas symétrique, mais elle a une symétrie hyperbolique, c’est &
dire H'AH = HAH'.

— Les valeurs propres d’une matrice hypernormale forment des paires réciproquement
conjuguées, c’est & dire que si A est une valeur propre de cette matrice /\% I’est aussi.
De plus si A est multiple d’ordre n alors )\% est aussi de méme ordre n.

Décomposition orthogonale par transformation de Householder

Soit A une matrice de dimensions [N,M] et de rang N < M. Il existe une matrice
orthogonale H, de dimensions [N,M] telle que S = HwuA soit triangulaire supérieure.
La matrice A peut étre décomposée en le produit d’une matrice orthogonale Hu et d’une
matrice triangulaire supérieure S de rang plein— A = HuS.
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Matrices centro-symétriques
Glij = [Glji = [G]N41-iN+1—j> GJ =1,--+,N

Exemple:
gl 912 gi13 4di4 gis
gi12 G922 923 9G24 Gi4
G=|913 923 933 go3 913
g4 924 G283 @G22 Gi12
gis g14 G913 4gi12 gi1

— Si G est une matrice centro-symétrique on a:
JG=G, GJ=G, JGJ=G, e JG 'J=G!

— Cette derniére relation montre que l'inverse d’une matrice centro-symétrique est
aussi une matrice centro-symétrique.

— Si G est une matrice centro-symétrique de dimension [N,N], alors elle peut étre
partitionnée de la maniére suivante:

— si N est pair (N =2r) on a:

A B
G = (JB*J JA*J)

— si N est impair (N =2r+ 1) on a:
A T B
G = z* a xJ
JB*J Jx JA'J

ou A et B sont deux matrices de dimensions [r,r], J est une matrice d’inversion
d’ordre de dimensions [r,r],  est un vecteur de dimension r et « est un scalaire.

— Si G est une matrice centro-symétrique de dimension [N,N], alors

A C
¢ (g sar)

ou A,C et J sont des matrices de dimensions [N/2,N/2] et

— si N est pair on a

A=A e C'=JCJ

On montre aussi que G est orthogonalement similaire & et on montre que si G a
des valeurs propres (v.p.) distinctes, elle a [N/2] vecteurs propres symétriques
(hiyi = 1,---,N/2) et [N/2)] vecteurs propres v.p. anti-symétriques (g;,i =
1,---,N/2).

A-JC 0
0 A+JC

Dans ce cas les v.p. symétriques h; de G s’obtiennent par
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hi = %[u — [Juit

De méme les v.p. anti-symétriques g, de G s’obtiennent par
1 tyt
9; = %[”z‘, + [Jvi]]

ou u; et v; sont respectivement les v.p. orthonormés des matrices A — JC et
A+ JC.

— si N est impair on a

C Jx JAJ
ou A, C et J sont des matrices de dimensions [N/2 — 1,N/2 — 1] et

A =z ct
G:(azt q a:tJ>

A'=A et C'=JCJ
et on montre que si G a des valeurs propres distinctes elle a [(N + 1)/2)] v.p.
symétriques (h;, i=1,---,(N +1)/2)) et [(N — 1)/2)] v.p. anti-symétriques
(gia 1=1,--- a(N - 1)/2))
On montre aussi que G est orthogonalement similaire &
A-JC 0 0
0 q \/ﬁazt
0 V2 A+JC

Dans ce cas les v.p. symétriques h; de G s’obtiennent par

1
h’i = [ugaoa - [Ju”t]t]t

V2
De méme les v.p. anti-symétriques g; de G s’obtiennent par
1
g, = E[Ug,\/iai,[‘]vi]t]t
ol u; sont les v.p. orthonormés de la matrices A — JC, et [v;,0;]" sont les v.p.
orthonormés de la matrice

(a7

Dans tous les cas ces v.p. sont uniques (& une constante multiplicative pres) et
mutuellement orthogonaux entre eux.
Sia = [ag,a1,"*,a(y_1)]" est un v.p. de G, c’est & dire Ga = Aa, le polynéme

N-1
A(z) = Z apz F
k=0

est un polynéme d’ordre (N — 1), appelé polynéme propre de la matrice G. On
montre que si z = z; est une racine de A(z), alors z = Z% en est une aussi.
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Matrices d’innovation diagonales (MID)
(En Anglais: Diagonal Innovation matrices DIM)

Considérons les trois vecteurs @,, ; de dimension [m — 1], 2,1 de dimension [m — 1],
et de y,, de dimension [m]. Une matrice MID est une matrice qui est générée par les trois
vecteurs génératrices &;,—1, 2m—1, €t y,, de facon suivante:

Y1 . I . I . ry . I

<1 Y2 : x9 M 1 R 7)) . .

O [wma$m+1]

_ . . t .

R= 21 Z2 Y3 i T3 . z3 | Zm+1 = (20n,Zm1]
t _[ t ]

Y1 = [YmrYm+1

Z1 z22 zZ3 Ya T4

Z1 z9 Z3 z4 Ys

Matrices d’innovation périphériques (MIP)
(En Anglais: Peripheral Innovation matrices PIM)

Une matrice MIP est une matrice qui générée par les trois vecteurs génératrices @y,—1,
Zm—1, et y,, de fagon suivante:

U1 : X1 : X9 : r3 I T4
Z1 Y2 Tox . x9 I I3 . t
Tm+1 = [$m+1,.’17m]
_ . . t _ t
R= 29 21 Y3 Coox oxe | Bmtr T [Zm+1,27,)
i1 = | )
Ym+1 = [Ym+1,Ym
23 22 2] Ys I T
Z4 zZ3 Z9 21 U5

Les matrices du types T (Toeplitz), C (circulante), et H (Hankel) sont des cas particuliers
des matrices MIP. L’inversion des matrices du type MID et MIP demande un cotit de calcul
de lordre de O(Ny).

Matrices de Vandermonde

Matrice de Vandermonde est une matrice dans laquelle les éléments de chaque colonne
sont constitués par la puissance n-ieme d’un scalaire. Cette matrice est entierement définie
par le vecteur = [z1,- - ,Zn].

1 1 1

Al X9 Zn

V = z? z3 T2
T -1 T4 -1 a:'nnfl
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E.3 Matrices blocs

Une matrice quelconque peut toujours étre décomposée en blocs. Si ces blocs ont tous
les mémes dimensions on appellera la matrice matrice-bloc.
Soit R = [R;;]| une matrice-bloc dont chaque bloc est une matrice de dimensions [P,P].
Alors R est:

bloc-symétrique si Ryyj=Rys

bloc-antisymétriqgue si Rrpy= —Rjs
bloc- Hankel si Rrj=Rjt+y
bloc-Toeplitz si Ryjyj=Rj_y

Tous ce que 1'on peut dire sur les matrices sont valables sur les matrices-bloc si tous les
blocs sont inversibles. Par exemple:

Soit R = [Ryy], I, j = 1,---,N une matrice-bloc avec Ry des matrices de dimensions
[P,P]. Si toutes les Ry sont inversibles, alors R peut étre factorisée soit par R = LDL?,
soit par URU? = D ou L est une matrice bloc-triangulaire inférieure avec des matrices
d’identités sur son diagonale, U est une matrice bloc-triangulaire supérieure, D est une
matrice bloc-diagonale, et U = L.

Inversion d’une matrice décomposée en blocs

Soit A une matrice quelconque telle que

Ay A12>
A=
(A21 Ay

Si A,y existe, alors A peut étre factorisée de la facon suivante:

A (I A12A221> <A11—A12A221A21 0 )( I 0)
—\0 I 0 Agp ) \ AL Ay T

On a aussi
rang [A] = rang [An - A12A2_21A21] + rang [Ago]

A~! existe ssi I'inverse de la matrice T = A1l — A19A5; Ao existe. Dans ce cas si on
note par B = A~! on a:

B, B12>
B—
<B21 By,

Bii=L'=(A - ApAj;Ay) 1= A + AT A19By Ay AT}
Boy = D! = (A — A1 AT Ap) 7L = AS) + A Ay B Ap Ay

By = —A1_11A12322 = —BllA12A2_21

B21 = —A22A21B11 = _B22A21A1_11

Les matrices L et D sont appelées le complément Shur de la matrice A.
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Cas particulier 1:
Si A est une matrice bloc triangulaire inférieure, c’est & dire si Aoy = 0, B est aussi
triangulaire inférieure, c’est a dire Bo; = 0 et on a:

By = A7, Boy = A, Bp=-A7lApAy

Cas particulier 2:
Si A est une matrice bloc triangulaire supérieure, c’est & dire si Aj2 = 0, B est aussi
triangulaire supérieure, c’est a dire B1s = 0 et on a:

By = A, Byn=A,, By =-A;AnA;

Cas particulier 3:
Si A est une matrice bloc-diagonale, c’est & dire si A1s = A9y = 0, B est aussi bloc-
diagonale, c’est a dire B1g = By = 0 et on a:

Bi1= A, Byn=A,)

Cas particulier 4:
Si Ago est un scalaire et Ag; et Aqs sont des vecteurs, on a:

A:<A11 w)’ B:Alzl(O‘Aﬁljwvt w)
2 Y « v 1

ou «, w, et v s’obtient par:

1 |A| 1 _
a= = , w=—-A7z, v=-A7z
(y —ztAjie)  |Ax| " "
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E.4 Matrices de Toeplitz et de Hankel

E.4.1 Matrices de Toeplitz

Une matrice de dimensions [M,N] est dite de Toeplitz si

[T]U:t(z—j)a IL:laaMa j:].,,N

to i1 - - tn2) t-w
11 to . . . t,(N,Q)
T : . :
. . to . .
t(m—2) . . to t_1
tov-1) tm-2) - - 131 to
Dans le cas out T est carrée on a [T');; = tij)» %J =1,--+,N.Sideplus T est symétrique

ona [T];; =t;_j, 4Jj=1---,N.
Par la suite nous considérons seulement les matrices de Toeplitz carrées de dimensions
[N,N].

to t 1 - -2 Tov-)
t1 to . . t_(N-2)
T = to
t(Nfl) t(N72) . 11 to

Une matrice de Toeplitz est entiérement déterminée par sa premiere ligne

[T]l* = [toat—la e 7t—(N—2) 7t—(N—1)]t
et sa premieére colonne
[T]1 = [tost1, - stv_2),tn — 1]°
c’est & dire par (2N — 1) éléments {t_(ny_1)," " ,t0, " t(n—1)}-

Si Ty est une matrice de Toeplitz de dimensions [N,N| et si on note par
{T,, m=1,---,N} les sous-matrices de Ty on a les relations suivantes:

JTpJ, =T, n=1,---.N

ou J, est une matrice d’inversion d’ordre de dimensions [n,n]. Une matrice de Toeplitz
peut étre factorisée de facon suivante:

T=LU
De plus si elle est hermitienne elle peut étre factorisée de fagon suivante:

T=LDL"
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Les lignes successives de L sont les coefficients des prédicateurs linéaires d’ordre 0,1, -- - ,N —
1, et les éléments diagonaux de la matrice D sont les variances d’erreurs de prédictions
correspondantes.

Si T est une matrice de Toeplitz, on a:

rio ()
An—l an_1 S'n,fl

Les éléments de S,,_1 sont déterminés complétement par A,_1, @,_1, et b,_1.
Une décomposition moins connue est:

T ! = AL[A!B! — BA]

n—1
ou A! et B sont des matrices Toeplitz triangulaire supérieur type L1, et A et B! sont des
matrices matrices Toeplitz triangulaire inférieur type U;. Les éléments de ces matrices
sont données par:

[Aljk = [@n—1lk—j, [Bljk = [Ba-1]s—;
[Alljx = [an-1]j k + 65k, [Blljg=1[bn — 1k +dj 4, 1<jk<n

et ol pour tout vecteur g,,,, g,,(k) =0,Yk <0 ouk > m.

E.4.2 Matrices de Hankel

H est une matrice de Hankel si tous ses éléments se trouvant sur des lignes parallele
a sa deuxieme diagonale sont identiques. Par exemple:

hn h_N_|_1 . . h_y hO
h_ni1 . . . ho h1
H = : ) . :
hoy  he . . . hy
ho h1 . hs

Si H est une matrice carrée on la note par H .
H y est une matrice de Hankel d’ordre N si

[Hlij = hiyj—2, 4j=1,---,N

ho hl . . hN—Z hN—l
hy ho . . hny_1 hy
T —
hn-1 - . hon_3
. . han—2 han—2
hn hnit . han—2 han_1

Une matrice de Hankel est toujours symétrique: H! = H. Elle est hermitienne ssi tous
ses éléments sont réels. Si T est une matrice de Toeplitz, alors les matrices

H, =TJ, et Hy,=JT!

sont des matrices de Hankel.
Les trois systemes d’équations suivantes sont équivalentes:

Ha=—-d, T[Ja]=-d, Ta=-Jd
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E.5 Matrices circulantes

Une matrice circulante est une matrice qui est définie par seule sa premiére ligne (ou
seule par sa premiére colonne). C' est une matrice circulante @ droite (circulante vers le
haut) si:

) ci—i si j—¢>0
[C]Z]_{ Cn—js1 Sl J—1<0

Exemple:
CO cl C2 TR e cn_l
cnfl CO cl .. . e e cn72
Ch—2 Cp—1 Co
C = .
Ch—2 Cp—-1 C
. cl
cl C2 .. .. cn—l CO

Une matrice circulante 4 droite est une matrice de Toeplitz qui est symétrique par
rapport & sa deuxiéme diagonale. C' est une matrice circulante d gauche (ou circulante
vers le bas) si:

[C]: Cnt+l—i—j si j+e1<n+1
4 Con+1—i—j si j+i>n+1

Exemple:
Cpn—1 C2 C1 Co
Cp—2 Cp-1 te T Co Cn—1
Cp—3 e e Co Cpn—1 Cp—2
C =
&) Cp—1 Cp—2
cl PO ) PO PECEEY 02
(&) Ch—1 Cp—2 e C2 C1

Une matrice circulante & gauche est une matrice de Hankel qui est symétrique par rapport
a sa diagonale. Si C est une matrice circulante de dimensions [N,N] avec des éléments
réels [C];; on a:

[Clij = C(i—j)mod N> c'=c'

€0 CN-1 C2 C1
C1 Co (6)
C =
CN_2 . . . Cp CN-1
¢CN-1 CN-2 - . C1 €0

Les valeurs propres d’une matrice circulante sont les coefficients de la TFD de sa premiere
ligne et ses vecteurs propres sont les vecteurs de base de la TFD.
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Si C est une matrice circulante, alors
C = FAF* = F*A’F

ou
— F est la matrice de la TFD:

F —_ —[wo’wl’ e ’wp’ e ’wn_l]

VN

[wp]q:exp[_]%%]a p:OaaN_l q:]-aaN
— A, est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de la matrice C, c’est a
dire les coefficients de la TFD de sa premiére ligne.
— F est une matrice qui multipliée par un vecteur & donne un vecteur & qui contient
les valeurs de sa TFD.
Fr=z e x=F"Zz
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E.6 Matrices bloc-Toeplitz et bloc-circulantes

E.6.1 Matrices bloc-Toeplitz

La matrice R est dite bloc-Toeplitz si R est une matrice-bloc dont la IJ-éme bloc R;;
est fonction de I — J):

Ry =R;_;.
Si chaque bloc est aussi une matrice de Toeplitz alors R est une matrice Toeplitz-bloc-
Toeplitz.
Matrices bloc-Toeplitz avec des blocs Toeplitz

Soit Rp s est une matrice bloc d’ordre M avec les blocs Rry, I,J =1,---,M, qui
aux méme sont des matrices de Toeplitz de dimensions [P,P], c’est & dire:

Ry R4 -« R_m—2) R_m-y
R R() . . . R_(M—2)
Rpy = Ji;o
R(M—Q) - . . R() R_l
Ry Rar2 - - Ry Ry
avec
To r—1 - - T(P-2) T—(P-1)
r1 To T—(P-2)
R; = - '
T(P—Q) . . . To r—1
-1 T(P-2) - - 1 70

Soit J p ps une matrice de dimensions [PM,PM] telle que

. . . Jp S |
. 0 . Jp . .0 .1
Jpy = . . Jp . . avec Jp=|. . 1 .
. Jp . 0 . .1 . 0
Jp . . . . 1

une matrice de dimensions [P,P]. Alors on a les propriétés suivantes:

— Rp et son inverse sont toutes les deux des matrices centrosymétriques et on a

_ i -1 _ —t
JemRpmIpm = Rpyr et JpmBRpyJpm = Rp )y

— Rp v qui est une matrice TT de [M,M] blocs de matrice de Toeplitz de dimensions
[P,P] peut étre transformée a une matrice TT de [P,P] blocs de matrices de Toeplitz
de dimensions [M,M] avec de simples permutations de ses éléments. Ceci peut étre
démontré en définissant une matrice de permutation E de dimensions [PM,PM]
telle que
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E=(Ey, . . Ep_1)
avec E; une matrice de dimensions [M,M P] telle que

€; . . .
€e; . 0
E; = .
0 . e;

€;
avec e; un vecteur ligne dont toutes ses composantes sont nulles sauf la j-éme qui
est égale 4 1. On montre alors que

ERpyE' = -RM,P

olt Rys,p est une matrice T'T de [Pz P] blocs de matrices de Toeplitz de dimensions
[M,M]. La ij-éme bloc de Rys,p s’obtient par E;Rp E; et le kl-eéme élément de

ce bloc est ele_ke§- =Tj_il—k-

Ey
ERP,MEt = ) RP’M[Et, . ,E;—l]
Ep_;
E.6.2 Matrices bloc-circulantes

Si A est une matrice bloc-circulante, composée de [P,P] blocs de matrices circulante

de dimensions [K,K], A peut étre factorisée de fagon suivante:
A=F*DF

D11 coe . Dlp
Dpy . . . Dpp

Chaque matrice D;; est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de la ij-eme
bloc (matrice circulante) de A.
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E.7 Inversion récursive des matrices

Dans cette section nous allons présenter une méthode d’inversion récursive des matrices
qui est basée sur le partitionnement de matrices en blocs.

Cas général

Si A,, est une matrice définie positive d’ordre n, alors on peut la partionner de facon
suivante:

ou a, et b, sont définie par

_ t _ t
an = [aflnaGIZna Tt aan—l,n] et b, = [b1n7n2na Tt abn—l,n]

SiQ, = A,! est aussi partitionnée par

Q- a7~ (% )

Vp  qnn

on a

Qn—l = A'r_zil + ananfl

-1
ap = apy, — b, A~ ay,

1 1 _ 1 _
dnn = Ot_’ Qn = _a_n[Anilan]a Un = a_n[Anilbn]

n

Cas des matrices symétriques

Si A est une matrice réelle, symétrique et définie positive, alors son inverse A™! ainsi
que toutes ses sous-matrices principales sont réelles, symétriques et définie positives. Si on
-1 _ _ )
note alors par A~ = @, et par [@,]ij =¢;;” ona
(n) _ 1

dnr _
(ann - ?:11 af’mﬂz(n))

e

2

n—1
) ==, =1 6 = S o,
k=1

avec initialisation ﬁg) =—-1 et q%l) =1

aii
On a aussi la propriétés suivante

ad=T 5= o
Ec i L I
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Cas des matrices de Toeplitz symétriques

n—1 (n—1)
Pn = Z q§2_1)a1,n+1—ka qﬁ) = qu) = —ﬂnqgrf)
k=1

1- 52

Si A est une matrice définie positive, alors on montre que 0 < 8, < 1, et que qgrf) croit
d’une facon monotone en fonction de n, c’est & dire que (qu) / qﬁl_l)) > 1. D’autre part si
(n)
1

B devient nul a ’ordre n, alors ¢;
ne changent plus.

devient aussi nul, et les éléments de n + léme inverse

Cas des matrices de corrélation d’un signal stationnaire

La matrice de corrélation d’un signal stationnaire exponentiellement est une matrice
de Toeplitz symétrique avec la propriété suivante

a2 @13 GIN

air Q12 aN-1
Dans ce cas on montre que ’on peut écrire

a
,BQZE, Br =0 pour k> 2,
a1l

() _ (n) _ 1 ) _ ) _ __ —Po
q11 Any all(l _,Bg)a 912 g1 all( —,8%)

n) 143

Qi = ————5v, J=2,---n—1, gin)=0 |t—7]>2
Ji a11 (1 — f2) ij(n) | |

D’une fagon plus schématique A, ! est sous la forme de

1 ) . .
1 —B (1453 . 0
Al | . ) : .
" a11(1 — B3) _ 0 . (1+ B3 B
) . =P 1

Cas des matrices de Toeplitz symétriques et tridiagonale

Un cas particulier des matrices de Toeplitz symétrique est une matrice dont les éléments
du m-ieme diagonal sont tous égale a zéro pour m supérieure a k. Pour K = 2 on a une
matrice tridiagonale. Ceci est par exemple le cas de la matrice de covariance d’un processus
AR d’ordre 1.

a1 a2 O 0
a2 an 0

A, = 0 . 0
O a1
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Pour cette matrice la valeur de §, devient

(=1)"(arz/a1)""
(1= B3

/Bn:

= (—1)"@?2_1 det [A_l ] , n=23,--

n—1

Une propriétés intéressante de ces matrices est le faite que méme si la matrice est définie
positive & I'ordre n, elle peut ne pas 1’étre & I'ordre n+1. Ceci peut étre le cas si par
exemple |Bp+1| > 1. On peut montrer que si |B2| < 1/2, alors |,| — 0 quand n — 0.
Ainsi la matrice reste définie positive pour toute valeur de n, et si |B2| > 1/2, la matrice
deviendra non définie positive.

Cas des matrices triangulaires

Si A est une matrice réelle, triangulaire et définie positive d’ordre n, alors son inverse
Al ainsi que toutes ses sous-matrices principales sont réelles, triangulaires et définie
positives. Ceci est un cas particulier de (1.1) et (1.2) avec b, = 0 et v,, = 0. Ainsi les
éléments ¢;; de la matrice Q,, sont données par

142
- Z gikGk; pour j > 1
Gii =
Qij = 1
Y — pour j =1
%
0 pour j <1

Cas de Toeplitz et triangulaires

Si A est une matrice de Toeplitz, réelle, triangulaire et définie positive d’ordre n,
alors son inverse A, ! ainsi que toutes ses sous- matrices principales sont des matrices de
Toeplitz, réelles, triangulaires et définie positives.

ap ap . - QGp-2 Q0ap-—1
0 ag ai - Ap—9
0
A, =
0 ao a1
0 ag

Dans ce cas on a a;; = a;—j, ¢ij = ¢i—; =0 pouri > j, et on a gy = 1/ay, et
12
Qij = —— Z Qk—iGj—k
ao §

=1

Si on note par m =j —i et n =k — 1, alors on a

1 m—1
=—— oy
dm 0 nz::l dnQm—n
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9 4q - dn—2 Qqn—1
0 g q - - Qn—2
. 0 . .
—1
Q,=A "= .
0 g q
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E.8 Résolution des systemes d’équations linéaires

Dans cette section nous allons présenter les deux probléemes essentiels du calcul ma-
triciel qui sont la résolution d’un systéme linéaire et le calcul des valeurs propres et des
vecteurs propres d’une matrice. L’objective étant de mettre en évidence les difficultés de
ces deux problemes lors que la matrice est mal conditionnée.

Les deux problémes fondamentaux de I’analyse numérique matricielles sont:

1. Résolution d’un systéme linéaire Au = b.

2. Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice A.

Pour résoudre un probléme du type (il) ou (ii), on commence naturellement par choisir
une méthode déterminée (selon des critéres qui seront précisés au cours des chapitres
suivants). Or, quelle qui soit la méthode, ce résultat n’est pas en général le résultat exacte,
car certaines erreurs sont inévitables au cours du calcul ce sont les erreurs d’arrondi.

Alors que les erreurs d’arrondi sont toujours présentes dans un calcul, le deuxiéme
type d’erreurs n’apparait que dans certaines méthodes. Une méthode directe conduit a la
solution exacte du probléme en un nombre fini d’opérations élémentaires s’il n’y avait pas
d’erreurs d’arrondi.

Dans une méthode récursive la solution « du probléme est la limite d’une suite uy
de solutions exactes des sous-matrices de A. Dans une méthode itérative la solution u
du probléme est la limite d’une suite w de solutions approchées. Comme on est bien
obligé d’arréter les calcul a I’itération k£ on commet ainsi une erreur de troncature mesurée
par le nombre ||u — ug|| (pour une norme vectorielle donnée). Le choix d’une méthode
dépends des propriétés de la matrice: matrice pleine quelconque matrice creuse; matrice
symétrique; matrice-bandes; etc.

Une des premieres caractéristiques de la matrice & considérer est le nombre et,
éventuellement la répartition des éléments nuls de la matrice. C’est ainsi que ’on distingue
les matrices pleines et le matrices creuses. Les probleme de résolution de systéme linéaire
les plus faciles & traiter numériquement sont ceux dont les matrices sont symétriques
définies positives.

Les probleme de calcul des valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice les
plus faciles & traiter numériquement sont ceux des matrices sont symétriques. Autant il
existe les trois types de méthodes directe, récursive et itérative pour le probléme (1), les
méthodes de calcul des valeurs propres ne sauraient qu’étre itératives. En effet, les valeurs
propres d’une matrice sont les racines d’un polynéme de degré n. Or D’existence d’une
méthode directe pour le calcul des valeurs propres équivaudrait & affirmer qu’on peut
calculer les racines d’un polynéme arbitraire en un nombre fini d’opérations élémentaires.
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E.8.1 Conditionnement d’un probleme de résolution des systémes linéaires

Considérons la matrice inversible

0 7 8 7
7 5 6 5
A= 8 6 10 9
7 5 9 10

et son Inverse

25 41 10 -6
-1 —41 68 —17 10

A =l 17 5 -3

-6 10 -3 2
et les deux vecteurs ! = [z1,---,14] et y* = [32,23,33,31]. La solution exacte de I'’équation
Az = y est ¢t = [1,1,1,1]. Con31derons maintenant le vecteur perturbé [y + dy|t =

[32.1,22.9,33.1,30.9] tres légerement différent & y. La solution de 1’équation Az = [y + dy]
est

=[9.2, — 12.6,4.5, — 1.1]

Autrement dit une erreur relative de 1/200 sur les données y entraine une erreur relative
de 10/1 sur le résultat (soit un rapport d’amplification des erreurs relatives de 1'ordre de
2000) de la solution du systéme linéaire. Considérons également une matrice A légérement

modifiée :
10 7 8.1 7.2

7.08 504 6 5
8 598 989 9
6.99 499 9 998

cette fois ci encore la solution de I'équation Az = y est ' = [-81,137, — 34,22]. La
encore, de trés petites variations des éléments de la matrice modifient complétement le
résultat. Pourtant, la matrice A du systéme a un bon aspect: elle est symétrique, son
déterminant vaut 1, et la matrice inverse A~! est tout aussi sympathique! Ces deux
exemples montrent qu’il est utile d’étudier le conditionnement d’une matrice quand on
a a résoudre un systéme d’équations linéaires méme si la solution est calculée par une
méthode directe. Analyse des erreurs permet d’établir facilement les relations suivantes:
soient Az =y, A(x + dxz) = y + dy. Alors on a:

A=

bx oy
IIwII iyl
soient
Az =y, (A+AA)(x+dx)=
Alors
|6z || 1 JAA]
|- All ||A™
Tz + 6w ||_|| I A S TA|

On définit ainsi le nombre de conditionnement de la matrice A par

cond {A} = [|A]l A7
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Ces deux inégalités montre que le nombre cond { A} mesure la sensibilité de la solution x
du systéme linéaire Ax = y vis- &-vis des variations sur les données A et y, qualité que
I'on appelle le conditionnement du systéme linéaire considéré. Un systeme linéaire est bien-
ou-mal-conditionné selon que cond {A} est petit ou grand. Par la suite nous présentons
un certains nombre de théorémes et résultats (sans démonstrations) concernant cond {A}.

Théoréme 3 Soit A une matrice inversible, et soit x et (x+dx) les solutions des systémes
linéaires Ax =y et A(x + dx) = y + dy. Alors linégalité

] 6wl
Tl < " HAN T

est satisfaite, et c’est la meilleure possible— pour une matrice A donnée, on peut trouver
des vecteurs y # 0 et dy # 0 tels qu’elle devienne une égalité.

15z _

Théoréme 4 Soit A une matrice inversible, et soit x et (x+dx) les solutions des systémes
linéaires Ax =y et (A+ AA)(x + dx) = y. Alors l'inégalité

AA|
Al

kel

a4
T+ oa] < “mHAT AT

est satisfaite, et c’est la meilleure possible— pour une matrice A donnée, on peut trouver
des vecteurs y # 0 et une matrice AA # 0 tels qu’elle devienne une égalité. On a par
ailleurs linégalité

[AA] 1

Al 1—(A™Y lAaA]

llsall _
T < omdid)

Théoréme 5 Pour toute matrice A
1. cond{A} > 1, cond{A} = cond{Ail}, cond{aA} = cond{A} si a #0.

2. condy(A) = %—; ot p1(A) et un(A) sont respectivement la plus petite et la plus

grande valeur singuliére de la matrice A.
3. Si A est une matrice normale; alors

max; |A;(A)]

condy(A) = min; |A\;(A)|

ot A\i(A) sont les valeurs propres de A.
4. Si A est une matrice unitaire ou orthogonale condy(A) = 1.

5. Le conditionnement condy(A) est invariante par transformation unitaire:

UU* =1 — condy(AU) = condz(U A) = conda(U* AU) = conds(A)
Dans I'exemple (1) on a

A1 = 0.01015 < A2 = 0.8431 < A3 = 3.858 < A4 = 30.2887

condz(A) = % = 2984
1

On note que le calcul du conds(A) repose sur la connaissance des valeurs propres extrémes
de la matrice A. En ’absence de cette information on peut utiliser la relation suivante
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Al < | Alle < VnllAll2

4 condition toutefois qu’on connaisse la matrice A~!. Un systéme linéaire est autant
mieux conditionné que le nombre cond { A} est voisin de 1 (sous-entendu relativement &
une norme matricielle subordonnée particuliére). Un systéme linéaire Az = b & matrice
orthogonale (ou unitaire) est tres bien conditionné puisque conds(A) = 1. Les transfor-
mations orthogonales ou unitaires préservent le conditionnement conds(A).

E.8.2 Conditionnement d’un probleme de calcul des valeurs singuliéres
d’une matrice

Considérons la matrice carrée d’ordre n
0 €
1 0
A(e) = 1
10
Pour n = 40 les valeurs propres de A(0) sont égales & 0: par contre les valeurs propres de
A(107*) ont toutes les mémes module 10! (les racine n-éme de €). On constate ainsi que

I’on a besoin dans ce probléme de calcul des valeurs propres; de mesurer le conditionnement
de la matrice.

Théoréme 6 (de Bauer-Fike) Soit A une matrice diagonalisable; P une matrice telle
que

P71AP = diag[\]
et ||.|| une norme matricielle telle que
| diag [di] || = max ||ds]

pour toute matrice diagonale. Alors pour toute matrice AA

N
sp[A+AA] € H% ou z;={z € CCl|lz— | < cond{P}||AA]|}
=1
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E.9 Méthodes récursives de résolution des systemes d’équations
linéaires
Principe
On considére le systéme d’équations linéaires
Ra = —d

ou R est une matrice de dimensions [N,N]; @ un vecteur de dimension [N] contenant les
parameétres inconnus; et d un vecteur de données de dimension [N]. Supposons que R soit
partitionnée de facon suivante:

Ryt — (Iim “"m) l<m<N-1
Zm  Ym
Ryan, = _dma Rm+lam+1 = _dm—|—la d£n+1 = [dﬁnadm—l—l]

Appliquant le lemme d’inversion de matrices en bloc a la matrice ainsi partionnée; on
obtient:

-1 t
O r_n{l—l:(amRm,Uj—wmvm lem>a <m<N-1
m
ou

det [Ry;+41]

t t _ +1
_ -1 _ —t
wy =—-R Ty, vy =—-R, 2y

Si on s’intéresse & la résolution de I’équation (1.1); plutdt qu’a Uinversion de la matrice
(1.2); ces équations peuvent étre écrites sous une autre forme:

km+1 = _g_m’ Bm = 'Ugndm +dmt1 = zﬁnam + dm41
m

Le coiit de calcul de cet algorithme est O(N?3). Son intérét particulier est dans le fait qu’on
dispose de la valeur du déterminant de la matrice & chaque itération; ce qui est utile dans
le controle de stabilité de ’algorithme pour l'inversion des matrices mal-conditionnées.
D’autre part; parmi tous les parametres utilisés dans cet algorithme, c’est & dire W, ,Vm,am
et Bm, seul ce dernier dépend des données.

Cas des matrices Symétriques

Dans ce cas on a

-1
Ty =2Zm =Tm, € Wy =v,=R, r,

_ t
Am = Ym + "W,

—1 t
1 ap R +v,v v
O m+1=( e 1’"), <m<N-1
m
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Cas des matrices MID

-1 -1
Wy = —R,, Ty, Wni1 = _Rm+1wm+1
En utilisant les Matrices MID; c’est & dire:

wfn—f—l = ["Ein;:Um-i-l], an+1 = [zanZm-I-l]; yfn+1 = [yfn;ym-l-l]

on obtient une équation de récurrence pour w,,+1 et v,,+1 en fonction de w,, et v,,.
w w v _ v
wm-l-l:( Om)—f_kr—’r—z—}—l( 1m)’ vm+1:( Om)—i_km—}—l( 1m>

t — t
ﬁ;; U@+ Tl - /Bm _ ZpWm + Zmd

kt, =—-—""= =2 =
mt Am Qm ’ mE am Qm
_ it it
Oy = Zy W + Ymt1 = U@ + Ymetl
On peut encore simplifier ces équations en trouvant une relation de récurrence pour

amﬁ;ﬁﬁﬁl et Bm:

am = ame1 + kBt + (Yma1 — Ym)
5:5 = ($m+1 - ym+1) +am, Bn= (Zm+1 - ym+1) + am

ﬁm = /Bmfl(l - kr_n) + (dm+1 - dm)

Ces équations simplifient plus si ymm = Ty, et / ou ymym = 2zp. L'inversion de ces matrice
nécessitent O(p?) opérations élémentaires.

Cas des matrices MIP

I1 n’existe pas encore des méthodes rapides directes pour inversion des matrices MIP
dans le cas général car ces matrices peuvent avoir un rang de déplacement entre 0,---,N;
[N; N] étant les dimensions de la matrice. Par contre un cas particulier de ces matrices
est la matrice de Toeplitz (y; = yo,i = 1,..,N) non-symétrique (z; # z;) ou symétrique
(z; = zi)-

Cas des matrices de Toeplitz
Une matrice de Toeplitz satisfait la propriété suivant:
JR,J=R!, m=1,.--- N

ou J est une matrice d’inversion d’ordre de dimensions [M,M]; ce qui vaut dire qu’une
matrice de Toeplitz est une matrice symétrique par rapport & sa deuxiéme diagonale. Si
on note par
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T = (21352, Tml)'s Em = (31532, T’
W1 = —R,LIZ i1, Wog1 = —JI R, Byt
Vi1 = —ZmpJ Ry = =25, 1 Ryl T
Jwpi1 = (qum>+k;z+1 (v{n>, Jopi1 = (J8m>+k;z+1(w1m>
k;+1:__$:_wfn:im+mm+1’ k;H_l:_ﬁ_;l:_Efnwm+zm+1
Qi [67%% (6777 Qpm

t t
Oy = 2 W + Yo = T Um + Yo

Notons que les récusions pour w et v sont couplées (ce qui n’était pas le cas pour les
matrice MID). Le terme «,,, peut étre calculé d’une fagon plus efficace par

Ay, = oy 1(1 — kj,'Lk;l)

On peut obtenir ces mémes relations pour les matrices de Hankel en remarquant qu’une
matrice de Hankel H et une matrice de Toeplitz T' sont reliées par H =T'J ou H = JT.
Ainsi les trois relations suivantes décrivent un méme systéme d’équations linéaires:

Ha=—-d, T(Ja)=-d, Ta=-Jd
il suffit alors de remplacer d par Jd pour obtenir les relations nécessaires pour des matrices
de Hankel.
Cas des matrices de Toeplitz Symétriques

Algorithme de Levinson:
Dans ce cas on a la relation w = v ce qui va permettre de simplifier encore plus les
relations précédentes. On a

kKt =k =k
Jwpy 1 = (Jl(;}m> + Emi1 (Ulm)

B = v$n+1im + Tmt1,  Cm = amo1(1 = k?n)

Algorithme de Durbin:
Dans le cas particulier ou le le vecteur dpeut étre écrit sous la forme

dly = [dly_; +dn]
comme c’est le cas du probléme de la modélisation AR; on a la relation

wy, =Ja,, m=12--- N—-1
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Cas des matrices circulantes

Dans le cas des matrices circulantes on a
zy-1=Jzn-1, vN-1=JwN 1

II faut noter que l'on peut diagonaliser les matrices circulantes par TFD et obtenir des
algorithmes non récursifs.

Cas des matrices de Toeplitz en bande
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E.10 Diverses propriétés

Lemme de factorisation d’une matrice

Soit A une matrice de dimension [N,P]. On peut factoriser la matrice [Iy + AA'] de
fagon suivante:

I+ AA'=[Iy + ART'AY. Iy + AR AT

ot R=1Ip+[Ip+ A'A]Y/2

Racines carrées d’une matrice définie positive

Toute matrice définie positive admet une racine carrée. On appelle racine carrée d’une
matrice A toute matrice carrée S, telle que

A=S8S" §=A"2 g'=A"2
Une telle factorisation n’est pas unique. Si T' est orthogonale (T'T' = I), alors ST est
aussi racine carrée de A puisque A = STT'!S! = §S°.
Décomposition de Cholesky d’une matrice définie positive

Soit A une matrice symétrique, réelle, et définie positive d’ordre N. Il existe alors une
matrice O orthogonale réelle d’ordre N telle que D = O~ AO = O'AO soit diagonale.
De plus, si A est de rang K < N, elle admet une décomposition de la forme

A=8,8 - 8,8

ou S et Sy sont de dimensions respectives [N,a] et [N,K —a/, « étant le nombre de valeurs
propres positives non nulles de A. La décomposition de Cholesky consiste & imposer aux
racines carrées d’étre des matrices triangulaires. La décomposition est alors unique.

Le rang de déplacement d’une matrice

Le rang de déplacement d’une matrice est le rang de la différence entre la matrice
initiale et la matrice décalée d’un cran le long de sa diagonale principale. On définit
deux rangs de déplacement, inférieur §_ et supérieur ¢, & partir des deux déplacements
possibles (vers le haut-gauche, et vers le bas-droite):

6.(R)=rang |R— ZRZ'|, 6_(R)=rang|R— Z'RZ
+

ol Z est une matrice de décalage vers le bas donnée par:

S = O
S = O .
S = O -
OO O o O

0
1

Pour une matrice quelconque R on peut toujours construire deux partitions:
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t
_(ro =\ _ (Rs wu
R_(y Rz')_(Ut 30)

Ainsi, pour cette matrice on a:

_ t
R—ZRZt:(RZ R “) et R—ZU{Z:(”’ T )
v S0 y R; - R;
Dans le cas des matrices symétriques on a u = v = s, £ = y = r. On peut alors construire
deux partitions de la matrice initiale R :

t
(0o ™\ _ (Rs s
R_(T‘ Ri>_<3t 80)
Dans ce cas on a

R,— R, s T rt
t 1 ] t 0
R—-—ZRZ —( ot 80) et R—ZRZ—(T R Rs>

Pour une matrice de Toeplitz, on vérifie facilement, qu'on a: §;(T) = 6_(T) = 2 On
démontre aussi facilement [| que:

6, (R)=0 R™' et 6 (R)=6;,R 'det[ (R) -6 (R)] <2

Distance a Toeplitz

Le rang de déplacement J_(R) ou d;(R) ne constitue pas & proprement parler une
mesure de la distance & Toeplitz puisque §_(T') = 6_(T) = 2. C’est la raison pour laquelle
on utilise aussi une définition différente du rang de déplacement qui fourni directement
une distance a Toeplitz.

Soit R une matrice-bloc quelconque de dimensions [NP.NP| R = [Rj], ij =
1,--+,N ou R;; sont des matrices de dimensions [P,P]. Le déplacement est alors défini
par

R = [R(i+1),(j—|—1) - RZ]]a 6 =1,-- aN -1

et le rang de déplacement devient a = partie entiére de [%M].
— Quand les éléments de R sont scalaires, P =1 et o = rang [0 R].
— Si R est une matrice quelconque, d R peut étre de rang plein et alors « = N — 1.

— Si R est Toeplitz, alors @ = 0. On a en général 0 < o < N — 1, et « peut servir
directement de mesure de la distance de R & Toeplitz.
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Annexe F

Quelques transformations utiles

L’objet de cette annexe est de rappeler un certain nombre de transformation linéaires
utiles en 1-D, 2-D et n-D. Nous donnons aussi I'expression de la transformée inverse de
ces transformations lorsqu’elle existe.
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ANNEXE F. QUELQUES TRANSFORMATIONS UTILES

F.1 Transformations 1-D

Identité:

Convolution :

Corrélation:

Fourier :

Laplace:

Flu) = / F(@)h(u,z) dz
h(uz) = S(u—1z)  F(u) = / F(2)5(u — z) dz = f ()
huz) = h(u—z)  F(u) = / F@)h(u — ) dz = f(z) * h(z)
huw) =hu+2)  Flu) = [ f(@)hu+2)dz = () * hia)
h(u,z) = exp [—juz] Flu) = / f(z) exp [—jua] dz

h(u,x) = exp [-uz] F(u)= /f(a:) exp [—uz] dz
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Transformations unitaires:

Fourier:  h(u,z) = exp [ juz] Fu) = \/LZ_W / F(z) exp [~ juz] dz
f(x):::;%;(/TF(u)exp[+jux]du
Cosinus: h(u,z) = cos(uz) mezé%éwf@nmw@dw
fz) = % /O * F(u) cos(uz) du
Sinus:  h(u,z) = sin(uz) Fm)zi%éwf@mmm@dx
Flz) = % /0 * F(u) sin(uz) du
1

Hartley: h(u,z) = —=[cos(uz) + sin(uz)] F(u) = f(z)[cos(uzx) + sin(uz)] dz

S—
8

27 \/1—2_71- »
flz) = \/T_w/o F(u)[cos(uz) + sin(uz)] du
ilbert : u,z) = L(u—z) ! u:l /(=)
Hilbert:  h(u,z) = L (u - z) F(u) f/(;(_)u)d
fz) = ;/ (z —uu) du
Hankel: h(u,z) = J,(uz) F(u) = /OOO f(x)d,(uz) dz
f(z) = /0 F(u)J, (uz) du
Mellin:  h(u,z) = z¥ ! F(u) = /f(ac):z:“_1 dz
Abel: h(u,x) = ﬁ(x — )l F(u) = ﬁ /f(a:)(a: —u)* ldz
Weyl : h(u,z) = ﬁ(u —z)* ! F(u) = ﬁ /f(:v)(u —z)* ldz
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F.2 Transformations 2-D

Plaw) = [[ f(@y)hluv; ) dody

Identité : h(u,w;zy) = 6(u — 230 — y)
Pluw) = [ f@a)u—aiv - y) dady = f(wy)

Séparable : h(u,v; z,y) = hi(u,z)ho(v,y)
Plu) = [[ fayhiwahs(oy) dody

Séparable & Symétrique: h(u,v;z,y) = hi(u,z)hi(v,y)
Pluw) = [[ )b (wa)hi (o) do dy

Convolution : h(u,v;z,y) = h(u — x50 — y)
Flaw) = [[ @y)hlu - 50— y) dody = f(z,y) * h(zy)

Corrélation : h(u,w;z,y) = h(u + z;v + y)
Flaw) = [[ f@g)hlu + 50 +y) dody = f(a,y) *h(zy)

Laplace : h(u,v; z,y) = exp [—(uz + vy)]
Plaw) = [[ F(wg)exp ~(us +vy)] dody
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Transformations 2-D unitaires

Fourier: h(u,v;z,y) = exp [—j(ux + vy)]

Fluw) = [[ flo)exp [=j(u +vy)] dody

Cosinus: h(u,v; z,y) = cos(ux) cos(vy)

F(uw) = // f(z,y) cos(uz) cos(vy) de dy

Sinus: h(u,v; z,y) = sin(uzx) sin(vy)

F(uw) = // f(z,y) sin(uzx) sin(vy) dz dy

Abel: h(u,v;z,y) =

Weyl: h(uv;z,y) =

Hilbert: h(u,v;z,y) = [(u — )% + ( -3 1/2

(o = w? + (y — 02"

|
Pluw) = [ f@y)lu—a)* + (@ —y)? D2 dody

(u =) + (0 — y)?) (D2

|
Pluw) = [ f@a)lu—a)* + (0 —y)? D2 dody

Flu) //\/u—m =

Radon:  h(r,¢;z,y) = 6(r — x cos ¢ — ysing)
F(r,¢) = //f(:v,y)é(r —xzcos¢ —ysing)dzdy

319
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F.3 Transformations n-D

Tdentité:  h(u@) = 6(u—a)  Flu) = / f(@)8(u — ) dz = f (=)
Comvolution: h(u,z) = h(u—z)  Fl(u) = / F(@)h(u — @) de = f(a) * h(z)
Corrélation:  h(u,z) = hiu + @) / F(@)h(u + @) de = f(a) * h(z)
Laplace:  h(ue) = exp [~ule] Flu)= / f(@) exp [~u'z] do

Transformations unitaires

:/f(a:)h(ua: dz

= /F(u)h*(u,m) du

Fourier: h(u,z) = exp [—ju'z] F(u) = /f(a:) exp [—jutm] dz

= /F(u) exp [—l—jutm] du
Abel:  h(uz) = ||z —u|/® V2 F(u) :/f(m)||:c—u||(a_1)/2 da
Weyl:  h(u,z) = |lu —z[|@ D2 F(u) = /f(w)llu — || V2 dz
Hilbert: h(u@) = |[u— |2 Plu) = [ f(@)u- 2| de

Radon: h(ré;z) = d(r — ¢'x) F(r€) /f §(r — €'z)
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F.4 Transformations linéaires dans le cas discret

Identité:

Convolution :

Corrélation:

f(’n’)h‘(m’n)a m:07 7N_]- — g:Hf
h(m,n) =d(m —n), mmn=0,---,N—1
H matrice Identité
1 0 - 0
0 1 :
H =
: 0
o --- 0 1
h(m,n) = h(m —n), mmn=0,---,N—1
H matrice de Toeplitz
ho  h_1 h_g h-N+1
h1 ho h_i :
ho hy
H=|
h_o
. h_l
hy_1 - ha  hy ho
h(m,n) = h(m+n), mmn=0,---,N—1
H matrice de Hankel
ho h1 hQ h3 hN—l
h1 h2 h,3 hN—l .
ho hs3
h3
haon -4
hn_1 han—a hon—3
hn-1 han—s han—3 hon—o

321



322 ANNEXE F. QUELQUES TRANSFORMATIONS UTILES

Transformations unitaires dans le cas discret

Fourier: h(m,n) = % exp [—j2mmn/N], mmn=0,---,N—1

H matrice circulante de TEFD

1 1 1 ... ces 1
1 ,wl w2 ,wN—l
1 w? wh w2(V-1)
H=+
wN=3)(NV-1)
: wN—2)(N-1)
1 whN-1 wN=-2)(N=1)  (N=1)(N-1)

avec w = exp [—j2n/N]

1
Cosinus: h(m,n) ={ vy

ﬁcos(wm(n—Fl/Z)/N) sim#0 "’
H matrice circulante de TCD
1 1 1 . e 1
1 cos(w) cos(2w) cos[(N — 1)w]

1 cos(2w)

i cos[(N — 1)w] cos[(N —

J(N = Dw]
avec w = —j2w/N
Sinus: h(m,n) = \/—QN sin(mm(n +1/2)/N), mm;,=20,---,N —1

H matrice circulante de TSD

1 1 1 e 1

1 sin(w) sin(2w) sin[(N — 1)w]

1 sin(2w) :
H—

1 sin[(N — 1)u] sin[(V — 1)(
avec w = —j2w/N
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Walsh :

Hadamard :

h(m,n) = [[o(=1)" ™10, N = 2¢
H matrice symétrique avec des éléments -1 ou +1

b (z) est le k éme bit de la représentation binaire de z.
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 1 -1 1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
-1 -1 1 1 -1 -1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1

_ o = e e e e
—_
—_

h(m,n) _ (_1)2:?:0 bi(m)bi(n)’ N = 9k
H matrice symétrique avec des éléments -1 ou +1
bx(z) est le k éme bit de la représentation binaire de z.
Exemple: z = 6 = 110 — bo(2) = 0,b1(2) = 1,b2(2) = 2.
1 1 1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

T TG T O A G T G T
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Annexe G

Classement bibliographique

Problémes inverses, régularisation :

[TA77, Tit85b, BDMP88, BPT88, Cul71, KV90], [Dem89, DLI1, Dem91]
Inverse généralisée:

[Lan51, Biab9, NW74, Nas81, SF87]

Approche bayésienne :

[BT72, KW93|, [Cul79, GK92, GHWT79, TBKT91, Tit85a, HT87], [FDG93, GMG92]
Modeéles Markoviens :

[Din88, Din90, GY95, HL92, JWHC84, You88], [Nik95, NMDI6b)|
Préservation de contour:

[GL93, LP88, Ter86, Ter88], [Nik95, NMD96b]

Calcul matriciel :

[Cia82, Cia88, GVL89]

Déconvolution :

[Dem85, DR85]

Déconvolution, algorithmes rapides:

[Com84, DRI1]

Déconvolution aveugle:

[Hog74, BGR80, Gou92, Hol93, Sch93, LC95]

Déconvolution impulsionnelle :

[CGMS85, Lav93, CID93, Cha93, Gou92] [IG90, Idi91, IGI3b, IG93a]
Tomographie d’impédance :

[HWWT91, KM90, Web90)]

Tomographie ultrasonore :

[Gre83, HH84, KakT79, ?, Lef85, Mos86, SLW84]

Radio astronomie:

[Brab6, Luc74, Hog74, Fie82, PR84, Hol93, Lan89, Lan91] [TMS84]
Cristallographie :

[Nav85, Nav86, Nav90]

Imagerie Radar:

[AA82]

Choix de ’a priori:

[0’S94, O’S95, Zel77, MDD88a, MDD88c]

Sismique:

[Sai90, AHTS|
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POCS:
[Bre67a, Bre67b, SS82, Com93]
Maximum d’entropie:

[SW48, Jay68, Jay82, Jay85, Bal82, JS84], [BS80, BBF+83], [MDD86, MDD87a, MDDS87b,
MDD88b, MDD88c, MD94], [Ber95, LBI3]
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