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Chapitre 11

Choix des hyperparametres

Dans ce chapitre nous aborderons le probleme de I'estimation des hyperparametres,
et en particulier, celui de la détermination du parametre de la régularisation. Dans un
prmier temps, nous décrirons brievement les méthodes classiques du type: adéquation au
données, la courbe en L, la validation croisée, et la validation croisée généralisée. Ensuite,
nous présenterons le probleme général de ’estimation des hyperparametres dans le cadre
bayésien.
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11.1 Position du probleme

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que la résolution d’un probléme inverse
ne peut se faire d’'une maniére satisfaisante que qu’avec "apport d’une information a priori
appropriée. L’idée de combiner 'information contenue dans les données avec celle de I’'a
priori est a la base de la notion de la régularisation.

Par exemple dans "approche classique de la régularisation (au sens de Phillips, Towmay
et Tikhonov), nous avons vu que la solution est définie par:

= argjgnin{ug — Hf|*+ )| Df|?}

ol A est le parametre de régularisation qui a pour role de faire une compromis entre la
fidélité aux données et I'information a priori qui est ici la variation douce de la grandeur
inconnue.

D’une maniere plus générale on peut définir une solution régularisée par:

f= org min {Ai(g, HF) +205(F,F.0)}

ou A et Ay sont deux distances, la premiere dans I'espace des mesures g et la deuxieme
dans ’espace des inconnues f.

Notant, la solution pour A = 0 par f, et la solution pour A = oo par f,, on peut
encore généraliser (ou reécrire la définition de la solution régularisée par :

f= org min {A1(F, Fo) + 202(F, Foo) }

ou A; et Ay sont deux distances euclidiennes, }Oo est la solution que I'on obtient lorsque
A — oo (la solution a priori) et }0 est la solution que 'on obtient lorsque A — 0 (la
solution inverse généralisée par exemple).

Arrivé a ce stade deux questions se sonts posées:

— Régulariser de quelle facon ou comment choisir Ay et Ay?
— Régulariser jusqu’a quel point ou comment choisir le parametre de la régularisation?

Les figures de la page suivante montrent, sur un exemple du probléme de déconvolution,
I’effet du parametre A sur la solution.

0< A<

f(x9)

I
8

A=0 T
.fO.'. .'.

)
8

Fic. 11.1 - Choizx du paramélre de régularisation
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11.2.1 Adéquation aux données

Le probleme de la minimisation d’un critére composite
mji:nAl(g, Hf)+ M (f, fo)
peut étre interprété comme un probleme d’optimisation sous contrainte

m}nmf,?oo) sc. Ai(g, Hf) <

ou encore

win Ai(g, HS) s Ao(f Foo) S 02

ou ¢y et ¢y sont deux constantes qu’il faudra déterminer.

N (P N

Fic. 11.4 - Chowx du paramétre de régularisation par adéquation auzx données

Pour mieu voir la limitation de cette approche, considérons le deuxieéme cas. ¢y peut
alors étre considéré comme une statistique dont sa loi découle de la loi du bruit ou d’une
facon plus générale de la loi p(g|f).

Supposons par exemple que b; v.a.i.N(0,07). Alors Ay devient une distance quadra-
tique. Supposons aussi que Ay est choisi quadratqiue et égale & || D f[|?. On a alors:

FO) = argmin {llg — HF* + MDA} = [H'H + AD'D| " H'g

RSS(A) = [g - H?(/\)r lo-HFN] =]9- H}WHZ

c: X}N) —e=NouN+2VN
RSS(A) = NU,? — Ay
— Il faut connaltre Ug

9 - HF(N)] # 19 - Hf]

sur-régularisation
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11.2.2 Risque moyen
RM T 1 FOug)l?] = [ [£- F0vg)] pels.0) dg

FO = [H'H+AD'D] " H'g

A = argmin{E —FNIP
gmin {B[1f - FOIP]}
= | - ANHS|* + o Tr {A(N)}*
ol
-1
A(\)=H [H'H+\D'D|  H'
et si Hn’est pas singuliere

AN =[I-XQ]™' avec Q=[H'"'D'DH™!

ARM = argFin {RM(A, £)}

2

— Il faut connaitre o}

— RM(A, f) dépend du vrai f qui est inconnu
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11.2.8 Validation croisée

L’idée de base dans les techniques de validations croisées est de partionner les données
en deux sous ensembles. On utiliserais alors les données g; dans le premiére sous ensemble
pour calculer la solution f()) et en déduire (ou prédire) celles du deuxieme ; g, = H f()).
On peut alors déterminer la valeur optimale (au sens de la VC) du A par:

A = argmin {B g, - 3, (V)] I}

Une partition la plus simple possible est d’éliminer a chaque étape une seule donnée
gr, c’est a dire:
Pl:{glv"'7gk—lvgk+17"'7gM}7 PQI{gk}

Notons par  g(~#) 91,y Gk—1) Gk+1, - - - gn]. Le critere de VC peut alors s’écrire:

def <~ 5 2
VeR) E Y [ — ki f (Mg M)
k=1
et R
Ave = argmin {VC(A)}
A

Pour aller un peu plus dans le détail, considérons le cas de la régularisation quadratique:

o~

F (Mg = [H'H — ikl AP5] T [H'g — hig™>

_I_

lemme d’inversion des matrices

U
Ve =[BT - A(V)]g)*
- B(\) = diag {(1 - a)"'}
— Le calcul de VC(A) se ramene a celui des éléments diagonaux de A(X)

— Si A()) diagonale, VC(A) n’a pas de minimum
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11.2.4 Validation croisée généralisée

VCG(A) = ASICY
COTe{I - A(N)Y?

def al 2 [ E
VCG(A) = D wi(N) [gk—hkf(Avg( ))}
k=1

coeffs de pondération : wy(A) = (1 — agg)(1 — Tr{I — A(M\)})~!
Moo = argmin {VCG(A)}
A
Calcul de VCG())

Ici aussi, comme dans le cas précédent, en utilisant la lemme d’inversion des ma-
trices, il est possible d’exprimer le critére en fonctions des termes calculable d’une maniere

VCG(A) = % (ﬂ)Q

k=1 Uk

récursive:

- U = gr — hi} (z\7 g(_k)) résidu
— U = agp — 1
— Auxiliaire de calcul :

Py = (H'H + )\Pé)_1 Covariance de (} -1
A(\) = HPyuH'
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11.3 Un autre regard
_f ~ JV(07 Ug‘PO)

glf ~ N(Hf, o}T)

Probléme 1:

Etant donné H, 02, Py, 0} et g, estimer f

Solution :

o~

;o= (HEHAP) HYg o?

f|gN“/\/’(.7:7P) . -
P = of (H'H+)P;') ' o

Probléme 2:
Etant donné H, Py, of et g, estimer o2 et f

ou d’une maniere équivalente:

Etant donné H, Py, 0}, et g, estimer A et f

Probléme 3:
Etant donné H, Py et g, estimer 02,07 et f

ou d’une maniere équivalente :

Etant donné H, Py et g, estimer A, of et f

Notons: @ = [062, 0] ou 8 = [\, 7]
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Adéquation aux données

1 .
7 = ;Hg - HfH2 ~ loi de XQ(N)
b

Ellg - Hf|?] = No?
— Premiere approximation :

E|llg - Hf|?| RSS() = [lg - HF (M)

~

lg - HF WP = No?  — A (11.1)
— Deuxiéme approximation :

RSS(A) g = HF(W)|?

Ellg - HFIP| ~ Tr{l— AN} Tr{l - A(VY

ou

A(\) = H [H'H + \D'D] ;L

lg = HF)|?
Tr{I — A(\)}*

~

=Nof — A (11.2)

— Les deux équations (11.1) et (11.2) sont non linéaires

— Dans le cadre des approximations circulantes des matrices, il est possible d’obtenir
des relation explicites pour leurs solutions.

Risque moyen

E(If - 6,91 = [ [£-16.9)] plalf.0)dg

Validation croisée

Elg - HF0.9)1°] = [ s - HF(6.9)] plgl£.6)dg

Validation croisée généralisée

E[IHf - 36.9)°] = [ (Hf - 3(6.9)" plglf,6) dg
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Vraisemblance généralisée

(£,0) = argmax {p(f, g;0)} = arg max {p(g| f; 0)p(£;0)}
(f.0) (f.0)

Vraisemblance marginale

)
Il

argénax {r(g;0)} = argénax {/p(glf; 0)p(f;0) df}

argjr:nax {r(flg:0)}

)
Il

La principale difficultée réside dans le calcul de p(g;8). C’est pourquoi, en général, on
utilise ’algorithme EM pour calculer la solution 8.
Pseudo-vraisemblance

Lorsque @ constitue les parametres de la loi a priori, p(f;8) et lorsque cette loi est
une loi markovienne, on peut envisager d’approximer la vraisemblance par

p(g;0) ~ p(glf;0) Y p(filf;;6;5 € vi)
Contexte complétement bayésien

(£,0) = argmax {p(f, 6l9)} = arg max {p(g| f, 0)p(£(6)p(6)}
(F.0) (F.6)

Ici, la principale difficulté est le choix de la loi p(@) de telle sorte que p(f,80|g) soit
unimodale et que la solution puisse exister et soit unique.
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11.4 Algorithme EM
(Expectation-Maximization)

Rechercher la solution & maximum de vraisemblance
Exemple:

o~

8 = argmax {p(g: )} = arg max {In p(g: 0)}
0 0

— vraisemblance 1(8) = p(g;0)

— log-vraisemblance  L(0) = In p(g;0)

— Calcul de p(g;8) n’est souvent pas aisé

— Algorithme EM permet d’atteindre le maximum sans calculer explicitement p(g; 6):

Le principe de 1’algorithme EM consiste a:

— Introduire une variable auxiliaire z reliée a g
— z données completes

— g données incompletes

- {z}— {g} Projection:g=Hz

p(z,9:0) _ p(z:0)p(glz) _ p(z:0)lg(2)
p(g;0) p(g;0) p(g;0)

p(z]g;0) =

1 sig=Hz

ot Ig(z) est la fonction indicatrice: Ig(z) = {O <inon

p(g;0) = / p(z;0)dz
1g(2)

— Algorithme iteratif:

(E)  Calculer Q(H;a(k)) =B  _wn{np(z0)}
Z|y;0

gl = arg maxg {Q(G;a(k))}

(M)  Choisir 6

~k ~
— @ converge vers 8

= E [ln p(2;0)|g; ?)(k)]

= E _w{lnp(z0)}
Z|y;0

= [ wp(=:0)pelg:6") dz
Ig(z)
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11.5 Exemples et exercises:

Exercise 1:

y=ux+0b, wa(O,aﬁ), bN/V(O,Ug)

Vérifier les relations suivantes:

ylz ~ N(%U?),
y o~ /V(O,Ug—l—og)

()~

2 2 2
ly ~ N (f 72 % ) avec 7= - %
Y ’ ’ 2 Y

Exercise 2:
Etant donné y et of = 1, estimer z et § = o
Vérifier les relations suivantes :

xr

2
r~N(0,0) — p(x;0) = ! exp[—x—]

V270 260
b~N(0,1) — p(b):\/;_ﬂ_exp [—1)2—2]
yle ~ Nz, 1) — p(ylw)z\/;—ﬂeXp [—M]

('0)—71 ex y*
PO =marn 0| 20+ 1)

2:(0 0), det |3 = 6

o 0+1
z*:%(gfel _00) det 27| =1
()~ [() ) = e = 1 o [ ()
dy~ NGy ) B = sy

1
p(z]y;0) = —===exp [—T
V2T
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Vraisemblance généralisée :

VG(z,0ly) = p(z,y;0) = plylz)p(z;0)
[ e
= exp exp

V2T 2 278 20
1 1,5, 641, ]
= e —— B — —
277\/5 P [ 2 (y + 0 ! xy)

Vraisemblance marginale :

VM(6b]y)

/p(w, y; 0) dz = p(y; 0)

1 2
h mpl 2<9+1>]

Estimation au sens du MAP de z si 8 connu:

z = argmax{p(z|y;0)} = argmax {p(y|z; #)p(z;0)}

= arg max 1 ex — (y ~ :E)Q 1 ex _:E_Z
Ty gy P 2 | Vard P29

(g [0 + e 2]}
= arg max ex — —\ T — 2T
Bl orve TP 1T 2Y T Y
L N M—(L L)

T oe+1Y M\ 1Y a1

Estimation au sens du MV de z si § connu:

& = argmax{p(y|z;0)}

= argmax{ ! exp l_(y—.r)Z]}
SN Var 2

=y —~N(yl)

205
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Vraisemblance généralisée :

(3,8) = argmax {p(e, y; 0)) = aremin {— I p(r, y;6)}
(z,0) (z,6)

plz,y;0) = p(y|£€)p(:v;9):\/12_ﬂexp _(y—2x) ] \/;ﬂ__@exp [_;_0]

1 1 ,  x?
S |

L(z,0) = —1Inp(z,y;0) =In(27) + % [ln(&) +y*+ (Q?I_Tle — 2.ry]
OL(z,0) <0—}—1 )_0 e 6
oz g "7 7 R
OL(x,0) 1|1 2% I
00 5[5‘9—2 0 =
. f
T e

Condition aux limites :

-~ 2

6

0:(5 1) Y= 042041 -0 =0 — A=2-yH?-4>=0-—0>y* >4
+

= argmax {p(aly:0)}
= argmax {p(#;0))
(4

D)y =)
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Vraisemblance marginale :

)
Il

arg max {p(y; 0)}
(4

&)
Il

arg max {p(ﬂfly; 5)}

(y;0) = 71 exp | — y’
e VR 20+ 1)

L e [_ (6+1)(z - 3)2]

p(zly;0) = —F—
/ [ 260
27T€‘|'_1

8 = yr—1siy?>1
N 0 1
r = =—YyYy=y—- -

0+1 Y

Contexte complétement bayésien :

(2,6) = arg max {p(z,0ly)} = arg max {p(yle)p(z|0)p(0)} = arg I;in {=lnp(y,z,0)}
L(z,0) = Inp(z,y;6)

= —In(27) - % [ln(@) +y*+ 0:%# — 2zy| + Inp(6)

dL(z,0) = 0+1 B 0
A ES A Fa
dL(z,9) 113 = 1,

Avec un choix de p(f) < § on a:

R 9
I = —uy
pO)x+ — d+1
n ~2
0 = -z
3
R 9
1 o= =y
pl) x — — ~ g+1
Vo i = %ﬁ
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Algorithme EM :

z:(i) —>p(z;0):p(m,y;9)z/\f<<8>,E)

6 6
=(5 941)
1 1/6+1
_§(m,y)2_1 <z> =-3 (%mQ — 22y 4+ y? 4 In det |Z| —}—21n2ﬂ')
6+1

Inp(z;0) x —Inf — 2?4 2zy — y?

o~ o~ ~

p(zly; 0) = p(z, yly;0) = p(z|y; 0)
- 0+1 - -
E {lnp(z;0)|y;0} =1Inf - TE {$2|y;0} + 2yE {x|y;0} —y?

Q(H,g) =Inf - %E [aﬂy,g} + 2yE [m|y,§} + cte

9Q(8,0")

5y =0 — 04 = B [a?)y;6%)]
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Exercise 3:
Extension au cas: g— Hf + b

f~N(,Rx =02Py), b~ N(0,Rg = o21)
Vérifier les relations suivantes:

glf ~ N(HFf Rp=oail)
g ~ N(0,Ry) avec Ry = HRxyH'+ Rp

AR (=)
~ N 5 5=
(g 0 avee Ryx Ry
ou Ry x = RtXY = HRx
f|g ~ ./\/’(f7P)
avec

f = RxH'HRxH'+ Rp)'g=PH'R3'g
P = Rx-RxH'HRxH'4+ Rg)"'HRx = (Ry' + H'R5'H)™"

Avec Rp = O'I?I et Ry = U%Po on obtient :

r t B S _U_g_l
f (HH—I—}\PO) H'g avec /\_U%_O

P

of (H'H + /\Pgl)_l
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Exercise 4:
Etant donnée H,g,0f = 1 et Py estimer f et § = o2.
Vérifier et compléter les relations suivantes :

f ~ N(0,6P)
b ~ N(0,I)
(
(

.

alf ~ N(HF,I)
g ~ N(0,Ry)

Py PéHt
X=40 t )
HP, HPH'+1

det|2| = det ‘RX — RXyR)_/lRYX‘ dethy|

51 _ ( p! ~P'RxyR;! )
" \-Ry'RyxP™!' Ry'+ Ry'RyxP 'RxyRy'

det ‘2_1‘ =

(o) ~¥1(5) ]

_ %exp [—l[fvg]tz_l (f)]

flg ~ N(F.P) = (2m) Fdet || Fexp | -3 [1f - FIP1F - 71|

avec

| =

- ~1
f = (HtH + /\Pal) H'g avec A=
P (H'H 4+ 2P;H7!
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Vraisemblance généralisée :

VG(f,0lg) = p(f,g:0) = p(g|f)p(f;6)

= n) Fdet|Ry|Fexp |- [lg - HA'Ry'g - HS|| =

X (27) "2 det | Ry

_%exp [—% {f’f‘R)—(IfH

_N
2

= (2m)" % (8det |[Po|)% exp [_% (6lg -~ Hf)'lg — Hf) + f’nglfH

Vraisemblance marginale :

VM@lg) = [ p(f,9:6)df = plg:0)

1
= (27r)_¥det |Ry|_% exp [—5 {gtR;lgH

1
Ry =#6 <HP0Hf + 5)
Estimation au sens du MAP de f si § connu:
f = argmax{p(flg;0)} = argmax{p(g|f;0)p(f;0)}
f f
= argmin {lo- HfI'R5'[g - Hf] + f'RY f}
t —1\ T 1
- (HH+APO ) H'g, A=
Estimation au sens du MV de f si f connu:

f = arg;}lax{p(glfﬂ)}
- arg?ax{m)-%det Rl Fexp |- [lo - HA'RG'o - 17|}

= arg}nin {[g — Hf]’fRBl[g _ Hf]}

= (H'H)'H'g
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Vraisemblance généralisée

~

(f,0) = argmax {p(f, g;6)} = arg max {In p(f, g; 6)}
(f.0 (f.6)

p(f,9;0) = plglf)p(f;0)
= n) Fdet| Ryl Fexp |- [lg - HA'R3'g - HS|| x

N | —

><(27T)_§det |RX|_% exp [—% {ftR;{If}

= Ko texp|-3lg— Hfllg - HS - 5, P; ]
Lia,6) =np(f,9:6) x 6+ g — HfYlg ~ HF)+ ;'P5'f|

dL(f.6) _
dL(¥,6)

de

s f= (HfH 1 /\Pgl)_l Hig

o

Il
o

— 0= fP;f

(HfH 4 /\Po) ' Hig
= FP;'}

—_—N—
D) )
1.

are grax {p(l9:0)}

arg max {p(f; 9)}

—N——
D) =)
Il Il
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Vraisemblance marginale :

)

M _1 1 _
= arg;nax {p(g;0)} = (2m) 2 det |Ry| 2 exp [—5 {gtRylgH

- arg}nax {p(.ﬂg% 5)}

“)

Ry =6HP H'+ I

f = arg min {lndet‘HHPOHt—I-I‘ -4’ (OHPOHt—I-I)_lg}
4

)
Il

arg}nax {p(flg; 5}

Contexte complétement bayésien :

o~

(f,0) = argmax {p(f,0lg)} = arg max {p(g| f)p(z|0)p(6)}
(f.0) (f.0)

L(a,0) = 0p(f,956) W6+ [g — Hflg — Hf) + 3Py f| ~no

dL(f,0)
d
dL(Jj:, 9)
d6

0 — f= (HfH i /\Po)_l H'g

=0 —o0=fP;'f

— (H'H+P)  H'g
= 7Py}

—_——
D)~

213
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Algorithme EM

z= (5) — p(2;0) = p(f, 9:0) =N<<8> 72)

In p(z;0) o Indet |Z| — [f, g] =" <£)

~ ~

p(zlg;0) = p(f,glg;0) = p(flg:0)

B [Inp(2;60)|g: 0] = Indet || - E [[f,g]E_1 (19:)]

~

Q(6,6) =In6 — eerlE {Jﬂlg;ﬂ + 2gE {flg;ﬂ + cte

dQ(e,6%) Akr1) _ g ez am] . 0® ") ’
—S— =0 — M = B[f]g;0)] = + {5

8 + 1 17



