Inférence bayésienne pour les problemes inverses

Ali Mohammad-Djafari
Laboratoire des Signaux et Systémes (CNRS-ESE-UPS)

Ecole Supérieure d’Electricité
Plateau de Moulon, 91192 Gif-sur-Yvette Cedex, France.

Version provisoire du 3 septembre 1999 !

1. Rapport interne LSS: fichier proba.tex






TABLE DES MATIERES

Table des matiéeres

0 Avant-Propos

1 Introduction
1.1 Role de lanalyse statistique . . . . . . .. .. ... oo L.
1.2 Approche statistique classique . . . . . . . ... Lo Lo Lo
1.3 Approche bayésienne . . . . . . . ... Lo e
1.4 Vraisemblance et statistique exhaustive . . . .. .. .. .. ... .. ...
1.5 Lien entre les deux approches . . . . . . . . . ... ... . oo,

2 Caractéristique de la loi a posteriori

3 Inférence bayésienne: I'approche théorie de la décision

3.1 Théorie de la décision et fonction cout . . . ... .. ... ... ... ....
3.2 Fonction cotit et estimateurs bayésiens . . . . . . . ... oL
3.3 Fonctions de couts usuelles et les estimateurs associés . . . . .. ... ...
3.3.1 Coit quadratique . . . . . . . .. ..o L
3.3.2 Cotutabsolu . . ... ... ... e
3.3.3 Cout "0-17 . . .. e
3.3.4 Cout “Dirac” . . . . . . . e e
335 Coltly, ... ... . .
336 Cout Linex . ... ... . . .. . . . e
3.3.7 Autres fonctions cotit . . . . .. ..o L oL
3.3.8 Cas d’'un vecteur de parametres . . . . . . . .. .. ... ...

3.3.9 Lien entre les estimateurs de Bayes et caractéristiques de la loi a
POSEETIOTT .« v v v v i it e e e e e e e e e e e e e

4 Modélisation des observations

4.1 Introduction. . . . . . . . . . . . L e e e e
4.2 Notions d’indépendance . . . . . . . . . ... Lo
4.3 Notions d’interchangeabilité . . . . . . . .. ... ... oo,
4.4 Modélisation des variables binaires interchangeables . . . . .. ... .. ..

4.4.1 Modéle binomial . . . . . ...

4.4.2 Modele Multinomial . . . .. ... ... ... 00 000,
4.5 Modelisation des variablesreélles . . . . . . . ... ... oL,
4.6 Modelisation des variables reélles via la symétrie . . . .. ... ... .. ..
4.7 Modelisation via 'invariance d’origine et la positivité . . . . . . ... .. ..
4.8 Modelisation via la Statistiques suffisantes . . . . . . ... ... ... ....



TABLE DES MATIERES

Information a priori et lois a priori

5.1 Approche pragmatique: lois usuelles . . . . . .. ... .. ... ...
5.2 Méthode des moments pour la détermination des paramétres . . . . . . ..
5.3 Principe du maximum d’entropie . . . . .. ... oL L0000
5.4 Lois a priori non informatives . . . . . . . . ... Lo oo
5.5 Principe d’invariance par transformation . . . . . .. ... ... ... ...
5.6 Famille des lois conjuguées . . . . . . . . . . ..o
5.7 Lois conjuguées et Statistiques suffisantes . . . . . . . .. ...
5.8 Lois conjuguées des familles exponentielles . . . . . .. . ... ... ... ..
5.9 Loisapriorideréférence . . . . . . . . . . . . ... e

Estimation bayésien
Modele bayésien hiérarchique

Calcul bayésien

8.1 Intégration numérique . . . . . . . . . ..o
8.2 Réduction de la dimension de 'intégration . . . . . . . .. ... ... .. ..
8.3 Approximations gaussiennes . . . . . . ... ...
8.4 Méthodes de Monte-Carlo . . . . . . . . .. ... ... .. ... ...
8.5 Approximationde Laplace . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
8.6 Méthodes de Monte-Carlo bayésien . . . . . . .. ... ... ... ......

Exemples d’applications

9.1 Estimation d’un facteur de lasymétrie . . . . . . ... .. ... ... ...
9.2 Segmentation d'image . . . . . . ... L. o e e e
9.3 Reconstruction d’image avec modéle makovien . . . . .. ... ...

10 Tableaux récapitulatifs

10.1 Inférence bayésienne . . . . . . . . . ...
10.2 Lois de probabilités usuelles . . . . . . .. . . ... ... ... ... ... ..
10.2.1 Notations . . . . . . . . . . . e e
10.2.2 Notations détaillées . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...,
10.2.3 Définitions . . . . . . . . . ... e e e e

53

55

57
58
59
60
62
62
62

63
63
66
69



Chapitre 0

Avant-Propos

Le but de ce document est de présenter les bases de la théorie des probabilités et de
I'inférence bayésienne a 1'usage des ingénieurs et des chercheurs du domaine de la science
pour l'ingénieur. Introduite par Bayes et développée par Laplace, I’approche bayésienne
a une histoire particulierement riche en polémiques et contreverses. Mais 1’objet de ce
travail n’est pas d’intervenir dans ces polémiques. Il s’agit plutét de mieux comprendre
cette approche pour mieux l'utiliser.

Ce document ne prétend ni d’originalité au point de vue de la théorie des probabilités
ni au point de vue de l'analyse statistique bayésienne. Il s’agit plutét d’une reécriture
plus compréhensive et plus simplifiée des notions essentielles qui sont nécessaires pour
I'utilisation de ces techniques.

Des exemples et des tableaux récapitulatifs sont fournis pour que cet ouvrage puisse
étre utilisé plus aisément.

Aprés une introduction sur le role de la théorie des probabilités et de I'analyse sta-
tistique classique ou bayésienne et les principales notions de bases de cette approche, les
chapitres qui suivent sont consacrés aux principales difficultés de cette approches qui sont
les thémes suivants:

Inférence bayésienne : 'approche théorie de la décision ;
— Inférence bayésienne : 'approche directe;

Choix ou détermination de la loi a priori;

— Choix ou détermination de la loi des observations;
— Choix ou détermination de la fonction cotit ;

— Aspects calculatoires et algorithmiques;

— Exemples d’applications;

Tableaux récapitulatifs.
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