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Problèmes inverses en imagerie

Distribution de sources

x
x

x

x

Valeur du champ rayonné ? (p. ex. sur une sphère)

connue

??
?

??

??

?

Forme de la distribution de sources ?

capteur

Problème direct Problème inverse
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Problèmes inverses : Formalisation

H ( g , f , z , ε ) = 0

modèle mesures
grandeurs
inconnues

grandeurs inconnues
intermédiaires

erreurs
et bruit

Cas particuliers :

• Modèle implicite avec relation entre f et z :





g = H1(f , z) + ε

H2(f , z) = 0

• Modèle non linéaire simple : g = H(f) + ε

• Modèle linéaire + bruit additif : g = Hf + ε
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Suivie de front de fusion liquide-solide

Solide : ∂Ts

∂t = αs

(
∂2Ts

∂x2 + ∂2Ts

∂x2

)

Liquide : ∂Tl

∂t = αl

(
∂2Tl

∂x2 + ∂2Tl

∂x2

)

Bilan d’énergie
à l’interface : ks

∂Ts

∂n − kl
∂Tl

∂n = ρLf~v.~n

~v : vitesse de l’interface solide-liquide

~n : vecteur normal à l’interface

.....................

phase solide

phase liquide

interface solide-liquide

S(x, y, t)

T0

T1

Tl(x, y, t)

Ts(x, y, t)

∂Tl(x,0,t)

∂t

x

y

0

L

Mesures : flux de chaleur sur la paroi chaude ∂Ts(x,0,t)
∂t

Inconnue : position de l’interface S(x, y, t)

Grandeurs
intermédiaire : champs de température Ts(x, y, t) et Tl(x, y, t)
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Imagerie à ondes diffractées

Mesures : champ diffracté par objet φd(ri)

Grandeur inconnue : f(r) = k2
0(n

2(r) − 1)

Grandeurs intermédiaires : φ(r)

φd(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ(r′) f(r′) dr′, ri ∈ S

φ(r) = φ0(r) +

∫∫

D

Go(r, r′)φ(r′) f(r′) dr′, r ∈ D

Approximation de Born (φ(r′) ' φ0(r
′)) ):

φd(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ0(r

′) f(r′) dr′, ri ∈ S

Discrétisation : notations: F = diag(f) et Φ = diag {φ}



φd= GMFφ = GMΦf

φ = φ0 + GOFφ
−→





φd = h(f) avec

h(f) = GMF (I − GOF )−1φ0

Object

�� �� �� � �

plane Wave

x

y

z

� �� 	
� �� � � �

plane

rr'

- D

S

φ
0 (φ, x)

(y)
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Problèmes inverses linéaires

g(si) =

∫∫
f(r) h(r, si) dr + ε(si), i = 1, · · · , M

• Débruitage & Interpolation: g(ri) = f(r) + ε(ri)

• Déconvolution: g(ri) =

∫∫
f(r′) h(ri − r′) dr′ + ε(ri)

• Restauration d’image :

g(xi, yj) =

∫∫
f(x′, y′) h(xi − x′, yj − y′) dx′ dy′ + ε(xi, yj)

• Reconstruction d’image :

g(ri, φj) =

∫∫
f(x, y) δ(ri − x cosφ − y sin φ) dx dy + ε(ri, φj)

• Synthèse de Fourier :

g(Ωi, φj) =

∫∫
f(x, y) exp [j(xΩi cosφj + yΩi sin φj ] dx dy + ε(Ωi, φj)
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Radio-astronomie
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?

⇐=
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yb(t)

Modèle d’observation

f(t) - h(t) - + - g(t) = h(t) ∗ f(t) + ε(t)
?

ε(t)
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Imagerie satellitaire, microscopie, ...

⇐=

• Le procédé de la formation d’image n’est pas parfait.

• Les capteurs CCD introduisent un flou.

• Souvent l’ensemble du système de mesure peut être modélisé par une

convolution bivariable.

• Problème direct : f(x, y), h(x, y) −→ g(x, y) = h(x, y) ∗ f(x, y)

• Deux problèmes inverses liés :

– Inversion : g(x, y), h(x, y) −→ f(x, y)

– Identification : g(x, y), f(x, y) −→ h(x, y)
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Restauration d’image

?

⇐=

Modèle d’observation

f(x, y) - h(x, y) - + - g(x, y) = f(x, y) ∗ h(x, y) + ε(x, y)
?

ε(x, y)
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Imagerie en géophysiques

6

gz(x, y, h)

surface de l’océan

fond de l’océan
masse ponctuelle

champ gravitationel

gz(x, y, 0)

h

g(r) =




gx(r)

gy(r)

gz(r)


 =

−MGr̄

‖r‖2
=

−Mγ(x̄x + ȳy + z̄z)

‖r‖3

gz(x, y, h) =

∫∫
h gz(s1 − x, s2 − y, 0)

2π((s1 − x)2 + (s2 − y)2 + h2)3/2
ds1 ds2
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A. Mohammad-Djafari Séminaire CMAP Polytechnique 15/12/2004'

&

$

%

Imagerie en géophysiques

∆g(x)

dx

∆ρ(x)

h

∆g(x)

dx

∆ρ

h(x)

∆g(s) =

∫
h ∆ρ(x)

[(x − s)2 + h2]3/2
dx ∆g(s) =

∫
h(x) ∆ρ

[(x − s)2 + h(x)2]3/2
dx

problème linéaire problème nonlinéaire
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Reconstruction d’image en tomographie X

f(x,y)

x

y
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Synthèse de Fourier en tomographie X

P (Ω, φ) =

∫
p(r, φ) exp [−jΩr] dr

F (ωx, ωy) =

∫∫
f(x, y) exp [−jωxx, ωyy] dx dy

F (ωx, ωy) = P (Ω, φ) pour ωx = Ω cosφ et ωy = Ω sinφ

f(x, y)

φ

p(r, φ)–TF–P (Ω, φ)

-
x

6y
µ
r

I
s

φ -
ωx

6ωy

µ
Ω

I
α

F (ωx, ωy)
φ
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Synthèse de Fourier en tomographie X
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Synthèse de Fourier en tomographie à ondes diffractées

ω x

Onde plane 
incidente

f (x, y)

FT
y

x

2

1

1

2

-k0

ω y

Onde diffractee 

k0

f
^

( ω x , ω y )ψ(r,  φ)ψ(r,  φ)
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Synthèse de Fourier en tomographie à ondes diffractées
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Synthèse de Fourier en radioastronomie

g(u, v) =

∫∫

D

f(x, y) exp [−j(ux + vy)] dx dy + b(u, v),

Données interférométriques: |g(ui, vi)|
2

La phase est manquante

u
-

6v

?
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Synthèse de Fourier dans différentes applications

v

u

v

u

v

u

v

u

Tomographie X Diffraction Courants de Foucault SAR et Radar

g(Ωi, φj) =

∫∫
f(x, y) exp [j(xT1(Ωi, cosφj) + yT2(Ωi, sinφj)] dx dy + ε(Ωi, φj)
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Classification des méthodes d’inversion

Méthodes analytiques

On se place dans le cadre de mesures continues et en utilisant la notion

d’opérateur adjoint on cherche une solution analytique qui est ensuite

approximée lors du calcul numérique

g(s) =

∫
h(s, r) f(r) dr + ε(s)

• Inversion directe

f(r) =

∫
h∗(r, s) g(s) ds '

∑

i

wi g(si) h∗(r, si)

• Inversion dans l’espace dual

G(u) =
∫

g(s) exp [−juts] ds

F (v) =
∫

f(r) exp [−jutr] dr

H(u, v) =
∫

h(r, s) exp [−j(vtr + uts)] dr ds

G(u) =
∫

H(−v, u)F (u) dv = F (u)
∫

H(−v, u) dv
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Exemple: Reconstruction d’image et la transformée de Radon

p(r, φ) =

∫∫

D

f(x, y) δ(r − x cosφ − y sinφ) dx dy

Inversion directe :

f(x, y) =

(
−

1

2π2

)∫ π

0

∫ +∞

−∞

∂
∂r p(r, φ)

(r − x cosφ − y sinφ)
dr dφ

Inversion dans le domaine de Fourier :

F (ωx, ωy) = P (Ω, φ), ωx = Ω cos φ, ωy = Ω sinφ

Limitations :

• Méthodes limitées aux cas de modèles simples

• Bruit non pris en compte

• Nécessite un ensemble complet de données non bruitées

20
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Méthodes algébriques déterministes

g(si) =

∫∫
f(r)h(r, si) dr −→ discrétisation −→ g = Hf + ε

• Rétrojection ou filtre adapté : f̂ = Htg, mais HtH 6= I

• Inversion directe lorsque possible: f̂ = H−1g

• Inverse généralisée:

– M > N et rang {A} = N −→ f̂ = (HtH)−1Htg

– M < N et rang {A} = M −→ f̂ = Ht(HHt)−1g

– Décomposition en valeurs singulières : f̂ =

r∑

k=1

< uk, g >

λk
vk

• Restriction de l’espace des solutions :

min Ω(f) s.c. Hf = g, avec, par exemple

Ω(f) =

n∑

j=1

f2
j , Ω(f) = −

n∑

j=1

fj log fj , Ω(f) =

n∑

j=1

log fj , ...
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Méthodes d’inversion algébrique

Ingrédients de base :

• Un modèle directe :





Non linéaire: gi = hi(f) + εi −→ g = h(f) + ε

Linéaire: hi =
∑

j Hi,jfj −→ g = Hf + ε

• Une mesure d’adéquation aux données : Q(g, h(f))

• Une paramétrisation f(θ) ou une fonctionnelle de régularisation Ω(f)

Méthodes d’inversion standard :

• Estimation paramétrique : θ̂ = argmin
θ

{
Q(g, h(f(θ))) = ‖g − h(f(θ))‖2

}

• Optimisation sous contraintes :

f̂ = argmin
f

{Ω(f)} sous contrainte g = h(f) ou Q(g, h(f)) < ε

• Critère régularisé : f̂ = arg minf {Q(g, h(f)) + λΩ(f)}
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Différentes solutions algébriques classiques

• Filtre adapté ou rétroprojection : f̂ = Htg mais HtH 6= I

• Inversion directe: f̂ = H−1g mais H souvent singulière ou mal-conditionnée

• Inversion avec contrainte de norme minimale:

min ‖f‖2 sous les contraintes g = Hf −→ f̂ = Ht[HHt]−1g

• Inversion avec autres contraintes (Maximum Entropie):

max−
∑

j fj ln fj sous les contraintes g = Hf −→ f̂j = exp
[
−[Htλ]j

]

• Inversion au sens des MC :

f̂ = argminf

{
‖g − Hf‖2

}
−→ f̂ = [HtH]−1Htg

• Régularisation quadratique :

f̂ = arg min
f

{
‖g − Hf‖2 + λ‖Df‖2

}
−→ f̂ = [HtH + λDtD]−1Htg
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Méthodes probabilistes

On se place dans le cadre de l’estimation :

• Maximum de vraisemblance (MV)

• Maximum d’entropie (ME)

• Maximum d’entropie sur la moyenne (MEM)

• Estimation bayésienne (EB)

Avantages :

• Prise en compte de la nature du bruit et l’incertitude du modèle

• Prise en compte d’information a priori sur la solution

• Cadre cohérent permettant aussi la détermination des hyperparamètres,

marginalisation des paramètres de nuisance, ...

Limitations : Mise en œuvre parfois plus difficile en pratique
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Méthodes probabilistes

Maximum de vraisemblance (MV)



Modèle d’observation : g = h(f) + ε

Caractéristiques du bruit : pε(ε)
−→ V (f) = p(g|f)

f̂ = arg max
f

{p(g|f)} = argmin
f

{− ln p(g|f)}

• Cas linéaire gaussien : −→ Moindres Carrés

• Méthode rarement satisfaisante pour les problèmes inverses, car souvent

V (f) est plat pour un large domaine de valeurs de f (dû au mauvais

conditionnement) ou parfois non bornée

• Maximum de vraisemblance pénalisée

f̂ = arg min
f

{− ln p(g|f) + Φ(f)}
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Maximum d’entropie classique (ME)

maximiser Ω(f) = −
∑

j

[
fj ln

fj

mj
+ (fj − mj)

]
s.c. g − Hf = 0

Lagrangien : L(f , λ) = Ω(f) −
∑

i λi(gi − [Hf ]i)

Solution :

∂L

∂fj
= 0 −→ fj = mj exp

[
−λ0 − [Htλ]j

]

Les variables duales (paramètres de Lagrange) sont solution de :

∂L

∂λi
= 0 −→ Ωj(−

∑

j

aijmj exp
[
−λ0 − [Htλ]j

]
= 0

Prise en compte du bruit :

max Ω(f) s.c. ‖g − Hf‖2 ≤ c −→ f̂ = arg min
f

{
‖g − Hf‖2 + λΩ(f)

}

Difficultée : choix de λ
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Approche bayésienne de l’estimation

• Modèle d’observation et caractéristiques du bruit : −→ p(g|f , θ1)

• Information a priori sur f : −→ p(f |θ2)

• Bayes : −→ p(f |g, θ) =
p(g|f , θ1) p(f |θ2)

p(g|θ)
avec θ = (θ1, θ2)

• Régle d’estimation : −→ f̂

Exemple : Maximum A Posteriori (MAP) :

f̂ = argmin
f

{− ln p(f |g, θ)} = arg min
f

{− ln p(g|f , θ1) − ln p(f |θ2)}

Cadre général: fonction côut c(f , f̂)

f̂(g, θ1, θ2) = arg min
z

{∫∫
c(f , z)p(f |g, θ) df

}
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Estimateurs ponctuels :

• Maximum a posteriori (MAP) :

C(f , f̂) = 1 − δ(f − f̂) −→ f̂ = arg max
f

{p(f |g, θ)}

• Moyenne a posteriori (MP) :

C(f , f̂) = [f − f̂ ]tQ[f − f̂ ]t −→ f̂ = Ef |g {f} =

∫∫
f p(f |g, θ) df

• MAP Marginale (MAPM) :

C(f , f̂) =
∏

j

1 − δ(fj − f̂j) −→ f̂ = argmax
fj

{p(fj |g, θ)} ,

où

p(fj |g, θ) =

∫∫
pf |g(f |g, θ) df1 · · · dfj−1 · · · dfj+1 · · · dfn
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Cas linéaire gaussien

g = Hf + ε

• Hypothèse sur le bruit : ε ∼ N (0, σ2
ε I) −→ g|f ∼ N (Hf , σ2

ε I)

p(g|f) ∝ exp

[
−

1

2σ2
ε

‖g − Hf‖2

]

• Hypothèse gaussienne sur f : f ∼ N (f 0, σ
2
fP 0) :

p(f) ∝ exp

[
−

1

2σ2
f

[f − f0]
tP−1

0 [f − f0]

]

• loi a posteriori

p(f |g) ∝ exp

[
−

1

2σ2
ε

‖g − Hf‖2 −
1

2σ2
f

[f − f0]
tP−1

0 [f − f0]

]

29
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• La solution au sens du MAP :

f̂ = arg max
f

{p(f |g)} = arg min
f

{J(f)}

avec

J(f) = Q(f) + λΩ(f),

Q(f) = ‖g − Hf‖2, Ω(f) = (f − f0)
tP−1

0 (f − f0), λ =
σ2

ε

σ2
f

• Lien avec la régularisation

P−1
0 = DtD −→ J(f) = ‖g − Hf‖2 + λ‖D(f − f0)‖

2

• Avantage : caractéristique de la solution

f |g ∼ N (f̂ , P̂ )

avec

f̂ = P̂Ht(g − Hf0), P̂ =
(
HtH + λDtD

)−1
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Cadre général de l’estimé MAP :

f̂ = arg minf {J(f)} avec J(f) = ‖g − Hf‖2 + λΩ(f)

• Hypothèse Gaussienne sur f :

p(fj) ∝ exp
[
−α(fj − mj)

2
]
−→ Ω(f) = α

∑

j

(fj − mj)
2

• Hypothèse Gamma sur f :

p(fj) ∝ (fj/mj)
α exp [−fj/mj ] −→ Ω(f) = α

∑

j

ln
fj

mj
+

fj

mj
,

• Hypothèse Béta sur f :

p(fj) ∝ fα
j (1 − fj)

β −→ Ω(f) = α
∑

j

ln fj + β
∑

j

ln(1 − fj),

• Hypothèse gaussienne généralisée sur f :

p(fj) ∝ exp [−α|fj − mj |
p] , 1 < p < 2 −→ Φ(f) = α

∑

j

|fj − mj |
p,

• Modèles markoviens pour f :

p(fj |f) ∝ exp


−α

∑

i∈Nj

φ(fj , fi)


 −→ Φ(f) = α

∑

j

∑

i∈Nj

φ(fj , fi),
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Estimation au sens du MAP ou régularisation:

f̂ = arg min
f

{J(f)} avec J(f) = ‖g − h(f)‖2 + λΩ(f)

• Lois gaussiennes: Ω(f) quadratique

−→ J(f) quadratique −→ f̂ fonction linéaire de g −→ Algorithmes rapides

• Lois non gaussiens mais Ω(f) convexe:

Exemples: Ω(f) =
∑

j φ(fj) ou Ω(f) =
∑

j φ(fj − fj−1)

avec φ(t) = {|t|p, (|t| ln |t| − |t|), (ln(1 + |t|)}

−→ J(f) convexe −→ Estimation nonlinéair mais facile à calculer

• Lois non gaussiens et Ω(f) =
∑

j Ω(fj − fj−1) non strictement convexe:

Exemples:

Ω(t) =





|t|2 if |t| < α,

α2 else,
,





t2 if |t| < α,

2αt − α2 else,
, α2t2

1+t2 , log cosh(t/α)

−→ J(f) non convexe −→ Minima locaux −→ Optimisation globale
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Imagerie à ondes diffractées

Mesures : champ diffracté par objet φd(ri)

Grandeur inconnue : f(r) = k2
0(n

2(r) − 1)

Modèle non linéaire:



φd(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ(r′) f(r′) dr′, ri ∈ S

φ(r) = φ0(r) +

∫∫

D

Go(r, r′)φ(r′) f(r′) dr′, r ∈ D




φd= GMFφ

φ = φ0 + GOFφ
−→





φd = h(f) avec F = diag(f)

h(f) = GMF (I − GOF )−1φ0

Approximation linéaire:



φd(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ0(r

′) f(r′) dr′, ri ∈ S

φd = GMFφ0 = GMΦ0f avec Φ0 = diag(φ0)

Object

�� � � �� � �

plane Wave

x

y

z

� �� 	
� �� � � �

plane

rr'

- D

S

φ
0 (φ, x)

(y)
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Non convexité graduelle (GNC)

Solution MAP :

f̂ = arg max
f

{p(f |g)} = argmin
f

{J(f)}

J(f) = ‖g − h(f)‖2 + Ω(f) multimodal

Principe :

• Définir une suite de critères Jr(f) telles que :

– Jr0
(f) soit convexe

– ∀f limr−→r∞
Jr(f) = J(f)

• Minimiser Jr0
(f) pour obtenir f0

• Pour une suite de r = {r1, · · · , r∞}

minimiser localement Jr(f) au voisinage de

la solution obtenue à l’itération précédente.
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Cas des problèmes linéaires
J(f) = ‖g − Hf‖2 + Ω(f)

Non convexité vient du choix de la loi a priori Ω(f) =
∑

j Ω(fj − fj−1) avec

Ω(t) =





|t|2 if |t| < α,

α2 ailleurs
, Ω(t) =

α2t2

1 + t2
, Ω(t) = log cosh(t/α)

• [Blake et Zisserman] :

– Segmentation d’image H = I −→ Problème bien posé

Jrk
(f) = ‖g − f‖2 + Ωrk

(f), ∃ r0 tel que Jr0
soit convexe

• [Nikolova, Djafari, Idier] :

– Extension pour les problème mal posés H

6 ∃ r0 tel que Jr0
soit convexe −→

Jrk
(f) = ‖g − Hf‖2 + Ωrk

(f) + Ψak
(f)

Double relaxations: ak 7→ 0 et r0 7→ r∞

– Extension pour d’autres modèles que celui de la châıne ou membrane faible
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Cas des problèmes nonlinéaires

J(f) = ‖g − h(f)‖2 + λΩ(f)

Non convexité vient surtout du premier terme.

Exemple : Imagerie tomographique par ondes diffractées

h(f) = GMF (I − GOF )−1φ0, F = diag(f)

= GMΦ0(I − GOF )−1f , Φ0 = diag(φ0)

Il fallait alors trouver un schéma de relaxation

(Thèse de H. Carfantan)

Jn(f) = ‖g − hn(f)‖2 + λΩ(f)

avec hn(f) = GMF (I − rnGOF )−1φ0

r0 = 0 −→ h0(f) = GMΦ0f (Approximation de Born)

lim
n 7→1

rn = 1 −→ h∞(f) = h(f)
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Approche bayésienne en imagerie de diffraction:

• Estimation directe de f :

φd = h(f) + ε avec h(f) = GMF (I − GOF )−1φ0 où F = diag(f)

Avec des hypothèses classiques du bruit gaussien et estimation MAP:

p(f |φd) ∝ p(φd|f) p(f) −→ J(f) = ‖g − h(f)‖2 + λΩ(f)

Critère non convexe à cause du premier terme.

• Estimation jointe de f et de φ:




φd= GMΦf + ε,

φ = φ0 + GOΦf
−→ p(f , φ|φd) ∝ p(φd|f , φ) p(φ|f)p(f)

Avec hypothèse de bruit gaussien pour ε :

J(f , φ) = ‖g − GMΦf‖2 + λΩ(f) + λt(φ − φ0 − GOΦf)

Critère quadratique en f à φ fixé et quadratique en φ à f fixé.
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Quatre types d’algorithmes d’inversion:

• Deux basés sur les linéarisations successives des équations:

– Approximation affine du modèle autour d’une valeur courante fn :

h(f) = Hnf + εn

– Calcul de fn+1 solution du problème inverse linéaire correspondant.

• Deux basés sur l’optimisation des critères:

J(f) = ‖g − h(f)‖2 + λΩ(f)

ou minimiser ‖g − GMΦf‖2 + λΩ(f) s.c. φ = φ0 − GOΦf

ou J(f , φ) = ‖g − GMΦf‖2 + λΩ(f) + λt(φ − φ0 − GOΦf)

ou J(f , φ) = ‖g − GMFφ‖2 + λ1‖φ − φ0 − GOFφ‖2 + λ2Ω(f)

= ‖g − GMΦf‖2 + λ1‖φ − φ0 − GOΦf‖2 + λ2Ω(f)
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Linéarisations successives des équations

• Linéarisations successives de φd = h(f) = GMF (I − GOF )−1φ0:

h(f) = hn(f) + ∇fh(f)(f − fn) + O(f − fn)2

hn = GM (I + F n(I − GOF n)−1GO)Φn

avec Φn = diag(φn) et φn = (I − GoF n)−1φ0

Distorted Born Iterative Method (Chen et al., 90),

Newton-Kantorovitch (Joachimovitch et al., 91)

• Linéarisations successives de deux équations:




φd= GMΦf ,

φ = φ0 + GOFφ
−→





φd = GMΦn−1fn

φn+1= (I + GOF n)−1φn

Notons l’approximation grossière: h(f) = Hnf avec Hn = GMΦn

Born Iterative Method (Wang et al., 89)
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Optimisations successives des critères

• Optimisations successives du critère MAP joint en f et φ:

J(f , φ) = ‖g − GMFφ‖2 + λ1‖φ − φ0 − GOFφ‖2 + λ2Ω(f)

Kleinman et al (92), Sabbagh et al (93),

Barkeshly et al. (94), Caorsi et al. (95)

• Optimisation global du critère MAP en f :

J(f) = ‖g − h(f)‖2 + λΩ(f)

Recuit simulé (Garnero et al., 91),

Gradient conjugé (Harrington et al., 95),

Non convexité graduelle (GNC), (Carfantan et al., 95),

Iterative Coordinate Descente (ICD), (Carfantan et al., 97). ...
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Conclusions partielles

• Analyse en dimension finie plus aisée que l’analyse continue.

• Approche régularisation résout les difficultés liées aux propagation d’erreurs

dites ”numérique et algorithmique”.

• Approche bayésienne permet d’aller encore plus loin au niveau de la

modélisation a priori, de définition des critères, ainsi qu’au niveau

d’algorithmie (marginalisation, MCMC, échantillonnage, estimation des

hyperparamètres,...)

——————————————————————————–

• Modélisation plus sophistiquées:

objets compacts, régions de propriétés constantes,

prise en compte d’information géométriques, ...

• Fusion de données: (echographie US et microondes)
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Imagerie d’objets composés d’un nombre fini de matériaux

g = h(f) + ε ou g = Hf + ε

p(ε) = N (0,Σε) −→ p(g|f) = N (Hf ,Σε) avec Σε = σε
2I

f représente une image f(r)

f(r) homogène par morceaux

Z(r) prend des valeurs discrètes:

z(r) = k, k = 1, · · · , K

Rk = {r : z(r) = k}, R = ∪kRk

p(f(r)|z(r) = k) = N (f(r)|mk, σ2
k)

p(f(r)) =
∑

k P (z(r) = k)N (f(r)|mk, σ2
k)

fk = {f(r), r ∈ Rk} −→ f = {fk, k = 1, · · · , K}

p(fk) = N (fk|mk1k,Σk) −→ p(f |z) =
∏

k p(fk)

z = {z(r), r ∈ R} représente une image segmentée

R_0

R_24

R_20

R_25

R_23

R_22

R_21

R_1
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• Modèle de mélange (IGM) avec {Z(r), r ∈ R} i.i.d.

p(z) =

K∏

k=1

pk avec P (Z(r) = k) = pk et

K∑

k=1

pk = 1

• Modèle de mélange avec un champs de Markov (Potts) pour z

p(z) ∝ exp


α

∑

r∈R

∑

s∈V(r)

δ(z(r) − z(s))




• Lois a priori pour les hyperparamètres θ = {σε
2, (mk, σ2

k), k = 1, · · · , K} :

p(mk) = N (mk|mk0, σk
2
0), p(σ2

k) = IG(σ2
k|αk0, βk0),

p(Σk) = IW(Σk|αk0,Λk0), p(σε
2
i ) = IG(σε

2
i |α

εi

0 , βεi

0 ).

• Loi a posteriori jointe de f , z and θ

p(f , z, θ|g) ∝ p(g|f , θ1) p(f |z, θ2) p(z|θ2) p(θ)
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Supposons d’abord θ et z connus.

Alors l’estimée (MAP) devient:

f̂ = arg maxf {p(f |g, z, θ)} = arg minf {J(f |g, z, θ)} .

• Si les pixels dans une région supposés i.i.d. :

J(f |g, z, θ) = ||g − Hf ||2 + λ
∑K

k=1
||f

k
−mk1||2

σ2
k

= ||g − Hf ||2 + λ
∑K

k=1

∑
r∈Rk

||f(r)−mk||
2

σ2
k

• Si un modèle markovien pour les pixels (dépendance locale) :

J(f |g, z, θ)=||g − Hf ||2 + λ
∑K

k=1
||

˜f
k
−mk1||2

σ2
k

=||g − Hf ||2 + λ
∑K

k=1
1

σ2
k

(
f̃(r) − βr

∑

s∈(V(r)∩Rk)

f̃(s)

)2

où f̃(r) = f(r) − m(r), βr = 1
nr

, nr = Card(V(r) ∩Rk).
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Mais, on peux estimer (f , z, θ) en utilisant p(f , z, θ|g)

• MAP (Algorithme 1):



f̂ = arg maxf {p(f |z, θ, g)}

θ̂ = arg maxθ {p(θ|f , z, g)} or = arg maxθ {p(θ|z, g)}

ẑ = arg maxz {p(z|f , θ, g)} or = arg maxz {p(z|θ, g)}

• MAP-Gibbs (Algorithme 2):



f̂ = arg maxf {p(f |z, θ, g)}

échantillonner θ̂ suivant p(θ|f , z, g) ou suivant p(θ|z, g)

échantillonner ẑ suivant p(z|f , θ, g) ou suivant p(z|θ, g)

• MAP-Gibbs (Algorithme 3):



f̂ = arg maxf {p(f |z, θ, g)}

θ̂ = arg maxθ {p(θ|f , z, g)} or = argmaxθ {p(θ|z, g)}

échantillonner ẑ suivant p(z|f , θ, g) ou suivant p(z|θ, g)

45
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Expression des lois a posteriori





p(f |z, θ, g) = N (f |f̂ , Σ̂) avec

Σ̂ = (HtΣε
−1H + Σz

−1)−1 et f̂ = Σ̂
(
HtΣε

−1g + Σz
−1mz

)

p(z|g, θ) ∝ p(g|z, θ) p(z) avec

p(g|z, θ) = N (g|Hmz,Σg) avec Σg = HΣzH
t + Σε

p(mk|z, f) = N (mk|µk, vk) avec vk =
(

nk

σ2
k

+ 1
σ2

k0

)−1

et µk = vk

(
nk f̄k

σ2
k

+ mk0

σ2
k0

)

p(σ2
k|f , z) = IG(σ2

k|αk, βk) avec αk = αk0 + nk

2 et βk = βk0 + nk s̄k

2

où f̄k = 1
nk

∑
r∈Rk

fi(r) et s̄k =
∑

r∈Rk
(f(r) − mk)

2

p(σε
2|f , g) = IG(σε

2|αε, βε) avec αε = n
2 + αε

0 et βε = 1
2‖g − Hf‖2 + βε

0

nk = nombre de pixels dans Rk et n = nombre total de pixels.
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Simulations
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a b c d

a) Objet (une image de 128 × 128 pixels),

b) Spectre observé (seul les valeurs de la TF sur une grille de 16 × 16 sont observées),

c) Reconstruction par TF inverse,

d) Reconstruction par la méthode proposée
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Simulations (2)
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a) objet, b) support connu, c) support des données, d) données mesurées,

Résultats avec phases connues : e) TF inverse et f) méthode proposée,

Résultats avec phase inconnues : g) Gerchberg-Saxton et h) méthode proposée.
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Application : Synthèse de Fourier en imagerie microonde active
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Reconstruction

par

la méthode

proposée.

Synthèse de Fourier en imagerie microonde active en transmission dans l’eau à 2,45 GHz en polarisation linéaire

horizontale à 10 images/s. Le réseau de mesure comporte (32 × 32) dipoles espacés de 7 mm (rétine).

a) bille métallique de diamètre 6mm, b) collier métallique et c) main humaine.
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par

la méthode

proposée.

Synthèse de Fourier en imagerie microonde sur des données issues de la base de l’Institut Fresnel (courtoisie de K.

Belkebir et M. Saillard): spectres et images d’un tube métallique en U reconstruites à partir de données à une seule

fréquence (en haut : 16 GHz), et à 8 fréquences (en bas : 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 et 16 GHz).
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