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‘ PLAN DE L’EXPOSE '

Problemes inverse en imagerie

Inversion analytique/algébrique

Inversion déterministe/probabiliste

Approche bayésienne

Modélisations a priori des signaux et des images

Modeles séparables

Modeles markoviens simples

Modeles markoviens avec variables cachées lignes, contours et régions
Aspects mise en oeuvres et calcul bayésien

Exemples: Tomographie X, Imagerie microondes, Fusion d’images,
Super-résolution, Séparation de sources, Imagerie hyperspectrale

Conclusions
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‘ PROBLEMES INVERSES EN IMAGERIE: TOMOGRAPHIE I

cham
d’eX01gaﬁ1

obje

Imagerle active Imagerie passive

ligne|de mesure 1lighe de mesure

cham
incide cham

e obje incident obje

4H,

transmission réflection

Probleme directe: Connaisant 1’objet calculer les mesures

Probleme inverse: Connaisant les mesures trouver 1'objet

<
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/ TOMOGRAPHIE X ' \

3D 2D
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60 -
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201
ok
—20F
40+

fn ) dl gslr) = / F(,y) di
/Lr,¢

9¢(T1,T2):/E

[l Probleme directe: f(z,y) ou f(z,y,2) — g4(r) or ge(ri,ra)

1,72,

\ [d Probleme inverse: gp(r) ou gy(r1,m2) — f(z,y) or f(x,y,2) /
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/ INVERSION ANALYTIQUE ' \

o or (T,QS)
f@,y) = ( 2#2)/ / (r — zcos ¢ — ysin ¢) dr do

Ag(r, ¢)
or

1 [ 7
Transformée de Hilbert H : g1(r',¢) = — / 9(r, ) dr
0

Dérivation D : g(r,o) =

™ (r —7r')
1 s
Rétroprojection B : flz,y) = oy / g1(r' = xcos¢+ysing, @) do
0

flz,y) =BHDg(r,¢) =B F; " |Q|Fig(r,)

e Rétroprojection des projections filtrées:

g(r,¢)| TF Filtre TFI |g,(r,¢)| Rétroprojection | f(x,y)

\ Fi1 | Fit & J
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/ ‘ INVERSION ALCEBRIQUE I

\\
/1 \‘
™N
\\
gi
In
N
9(r.¢)= | fla.y)dl gi=Y Hijfi+e
j=1
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IMAGERIE A ONDES DIFFRACTEES '

Mesures : champ diffracté par objet g(r;) = ¢4(r;)
Grandeur inconnue : f(r) = k3(n*(r) — 1)

Grandeurs intermédiaires :

g(r;) ﬂ m(ri, o) f(r') dr’, r; €8S
= ¢o(r // (r, ") f(r'ydr', reD

Approximation de Born (gb( "~ ¢o(r')) ):

g(r;) // m(ri, ) oo(r") f(r') dr’, r; € S

Discrétisation : notations: F' = diag(f) et ® = diag ||
9=GuFé=Gu®f |g=H(f)avec
= ¢y +GoF H(f)=GuF(I—-GoF) ¢,

Incidentd
plane Wave

Object

A
y

<
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/ ‘ METHODES D’INVERSION DETERMINISTE ' \

Ingrédients de base :

e Un modele directe : g=H(f)+e

e Une mesure d’adéquation aux données : Q(g, H(f))

e Une paramétrisation f(@) ou une fonctionnelle de régularisation ®( f)

Méthodes d’inversion standard :

AN

e Estimation paramétrique : 6 = arg m@in {Q(g, H(f(0))) =g - H(f(g))HQ}

e Optimisation sous contraintes :
f = arg m}n {®(f)} sous contrainte g = H(f) ou Q(g,H(f)) <e¢
e Critere régularisé :

f=arg m}n {Q(g, H(f)) +  0(f)}

N\ _/
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METHODES PROBABILISTES '

Maximum de vraisemblance (MYV)

Modele d’observation : g=H(f)+e€

s . — p(glf)
Caractéristiques du bruit :  p.(€)

f=arg max {p(g|f)} = arg mjin{— Inp(g|f)}

e (Cas linéaire gaussien : —  Moindres Carrés
e Méthode rarement satisfaisante pour les problemes inverses

e Maximum de vraisemblance pénalisée

f=arg min {—Inp(g|f) + (f)}

.

<
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/ APPROCHE ESTIMATION BAYESIENNE ' \

Ingrédients de base :

e Modele directe : g=H(f)+e€

e Mesure d’adéquation aux données :  p(g|f) = pe(g — H(f))

e Information a prior: p(f)

e Regle de Bayes : p(flg) = plgl?) pl]) x p(g|f)p(f)
p(g)

e Choix d’un estimateur jf — arg mm {/C ' = fi(flg) df}

Lien avec régularisation :

e Estimation au sens du maximum a posteriori (MAP) :

f = argmax; {Inp(f|g) = Inp(g|f) + Inp(f)}

\ avec  Q(g,H(f)) =1Inp(g|f) et (f)=Inp(f) /

11
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‘ CAS LINEAIRE ET MODELES A PRIORI (GAUSSIENS '

g=Hf +e
Hypothese sur les erreurs: € ~ N(0,0°1)

— g|f ~N(Hf,BI) — p(g|f) o exp [—ﬂHg —I—IfHQ} . [B= %
Modele a priori f :
f ~N(0,03(D'D)™") — p(f) ccexp [~al|DSIP], o=z

A posteriori:
p(flg) ocoxp [~llg — HF|? + AIDFI?] A= 55 =

MAP :  f = argmax; {p(f|g)} = argming {J(f)}
avec  J(f)=|lg— Hf||>+ A|Df|?

™@[R

Avantage : caractérisation de la solution

flg~N(f,P) avec f=PH'g, P=(H'H+\D'D)”"

<
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Gstimation au sens du MAP ou régularisation: \

f= argmin {J(f)} avec J(f) = llg - H(f)|I + A2 (f)

e Lois gaussiennes: ®(f) quadratique

— J(f) quadratique — } fonction linéaire de g — Algorithmes rapides

e Lois non gaussiennes mais ®(f) convexe:

Exemples: (f) = Zj o(f;) ou O(f)= Zj o(f5 — fi-1)
avec  o(t) ={[t|",  (ft[Inft[—1[¢]),  (n(l+][t]);

— J(f) convexe — Estimation nonlinéair mais facile a calculer

e Lois non gaussiennes et ®(f) non convexe:

Exemples:
t|? if |t] < «a, t2 if [t] < a,
d(t) = i d , t , f‘ji, log cosh(t/a)
a?  else, 20t — a? else,
\ — J(f) non convexe — Minima locaux — Optimisation globale /
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MODELISATIONS A PRIORI DES SIGNAUX ET DES IMAGES '

=11, p;i(f;) < exp {—ﬁ > ¢(fj)i| ou

e Modeles séparables  p(f)

p(f)

e Modeles markoviens simples

p(f) oc exp

ocexp[ B o(f( ]

rc’R

p(fjlfi—1) < exp [=Bé(f; — fi—1)] ou

B> Y d(flr), f(r))

rcER r' eV(r)

e Modeles markoviens avec variables cachées

z(r) (lignes, contours, frontieres et régions)

p(flz) ocexp =B > @(f(r), f(r), 2(r), 2(r"))

rER r' eV(r)

<
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/ MODELES SEPARABLES IID ' \

e (Gaussienne:

p(fy) ccexp [=alfil’] — Q) =a)_Iff

e GGaussienne généraliée:
p(fy) xexp[—alf;’], 1<p<2— @(f)=a) |f"
J

e Gamma: f; >0

p(fi) x fexp[-Bf] — Qf)=ad Infi+8> f
J J

e Béta: 1> f; >0
p(fi) x f[f(1=f)P — Qf)=a)d Infi+8> In(l-f),
J J

N\ _/
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H\H

n

i

(Gaussienne

p(f;) o< exp [—alf;]?]

I .M‘l

f

lnm
i

p(f;) oc exp [~

Gaussienne généralisée

il

N

@fj|p:7 1§p§2

L

J dl‘hljh I “. N‘ LA l‘JhL m‘“ y
I '! i W IARRY

Beta

p(f;) oc f(1 = f;)°
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e Cas 1D et un seul voisin V; = j — 1:

‘ MODELES MARKOVIENS SIMPLES '

p(fj|f) o< exp

—Q Z ¢(fj7 fz)

1EV;

— () =ad D o 1)

Jj 1eV;

—O&Z¢ f] 1

e Cas 1D et deux voisins V; = {j — 1,5+ 1}:

e Cas 2D et les quatres voisins:

O(f)=a) ¢

rcR

\o ¢(t) = |t|7: Gaussienne généraliée

o(f) = &Zﬁb(fj — B(fj—1 + fi=1))

-8 > f(r)

r’eV(r)

<
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[ 4 | A
“H Ll ‘“M HH\H X l ik ’l |] l“ A“ h ‘ HN(‘
| T !’l o MH ‘”! ” N Nl”
Gaussienne iid 7 Gauss-Markov

p(fj) < exp |—alf;]?] p(filfj—1) o< exp [—alf; — fj-1/]

m ! ” I(Wl’ i “’M M

Gaussienne généralisée iid Gaussienne généralisée markovienne

\ p(f;) o< exp [—a|f;|P] p(filfj—1) ocexp [—alf; — fi-1]?] /
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4 O

MODELES GAUSSIENS EN TERME DE VARIABLES CACHEES

(g=Hf+e
g=HI+e ! s-¢ N(0, 021
avec fNN(O’O-JQC(DtD)—l)) o f— f‘|‘Z avec z ~v ( ,O'f )
et D=(I-C)

f‘gNN(},ﬁ) avec jf:ﬁ[—ﬂg7 ﬁ=<HtH—|—)\DtD)_1

g=Hf +e€ g=Hf+e€

avec fNN(O,O'JQc(DDt)) f=Dz avec z~N(0,0%1)

zlg ~N(2,P) avec 2= PD'H'g, P=(D'H'HD +\I)  — f =Dz

z coefficients de décomposition sur une base (colonnes de D forment une base)

N\ _/
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| SIGNAUX NON STATIONNAIRES

Variance modulée Gauss iid

p(fjlz;)
Hh“ﬂ“

W‘mﬂlﬂl
MR

P‘p Wi I

AIﬂW I

— N(Oa U(Zj))

i
N ‘M

lHlMIINWHM |

Amplitude modulée Gauss iid

p(filzj)

-

— N(CL(Zj), 1)

T—
——
———

__

~

N

Variance modulée Gauss-Markov
(fj‘fj 1,25) = (fj—lav(zj))

Vi

I W

A
| il

(T

llﬂ Ml |

Amplitude modulée Gauss-Markov

p(filfi-1,2;) = N(a(fj-1,25),1)

9
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MODELES MARKOVIENS AVEC DES VARIABLES CACHEES ' \

W MWAA T PN T

id vt YA WhYN

R O O [
(Gaussiennes par morceaux Mélange de gaussiennes

(variables cachées ligne ou contours) (variables cachées étiquettes des régions)

p(filgis fi—1) =N (1 —q;) fi-1.07)  p(filz; = k) =N (mg,0r) et z; markovien

p(flq) o exp [—oz Zj If; — (1 — Qj)fj—1‘2i| p(flz) < exp {—Oz > ZjERk (fja,:nk>2]

N\

21




A. Mohammad-Djafari Séminaire Institut Henri Poincaré 4 avril 2007

/ MODELES MARKOVIENS AVEC DES VARIABLES CACHEES ' \

ololoflololo O 0 0O O O O

§I §| §| §| §| § f(r) intensités  © © © © © O f(r) intensités
ortototrototle [(r,7") lignes ° v e e en z(r) étiquettes régions
ofolofolofoO O 0 0O O O O

Sioioiololo q(r,7r') contours . q(r) frontieres des régiops
ololoflololo O 0 0O O O O
R={(i,5):1<i<m,1<j<n} sites pixels o sites lignes  —
Rie={r:re€Ri}, URr=TR régions
f=A{f(r),reR} image (intensités)
l={l(r),reR} (oul(r,r)) lignes I(r) € [0, 1]
q={q(r),reR} (ougq(r,r)) contours ¢(r) € {0,1}
z={z(r),r e R} étiquette région z(r) € {0, -, K}

N\ _/
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Mélange de gaussiennes iid (z iid)

MODELES DE MELANGE DE LOIS '

Melange de gaussiennes iid (z Potts)

mﬁ Fﬁw

p(filzj = k) = N(my, vg,) o

z; iid ou ““WL\MF ki !
p(2j|zj—1) x exp |—ad(z; — zj_1)] Potts W
p(filzj = k. fi—1) = N(ggmw + (1 — ;) -1, vk)

\avec q; = 5(23 — Zj_l)

Mélange de Gauss-Markov (z Potts)

9
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p(f(r)lz(r) = k) = N(f(r)lm. op) — p(f(r)) = 22, P(z(r) = H)N(f(r)|my, oF)
fe={f(r),reRy} — f={fr,k=1,--- K}

p(fr) = N(frlmile, %) — p(fl2z) = [1, p(fx)

p(z) x exp [oz D reR Dy 0(2(T) — z(r’))} Champ de Potts

. _/
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MODELE A PRIORI CHOISI ET INFERENCE BAYESIENNE '

e Modele d’observation: g = Hf +€ — p(g|f) = N(H f,o.*I)
e Modele a priori p(f, z) = p(f|z) p(2)

p(flz) =TI, p(fr) avec p(fr)=N(Ffrlmily,>x)
p(2) < exp | Cpeg Yprevir 0(2(r) = 2(r)]

e Hyperparametres 0 = {c.?, (mg,05),k=1,--- K} :

p(my) = N(mk\mkm Uk%% p(U;%) = IQ(U;%Wko,ﬁko),

p(Xk) = IW(Zg|ako, Aro), ploe?) =ZG(oz|ag, B5).

e Loi a posteriori conjointe de f, z et 0

p(f,z,0lg) < p(g|f,01) p(f|z,02) p(z|03) p(6)

27
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Estimation conjointe de (f, z, @) utilisant p(f, z, 0|g)

ou ~ signifie soit arg max soit échantllonner suivant

p(flz,0,9)
p(z|f,0,9)
p(=16,9)
)
)

N\

p(0\f,z,g
p(0|z,g

91_06 792

.

’

6 ~ p0|f,
2|1,

L~ p(flz,

(g]f,01) p(f|2,02)/p(g|z,0)
(g]f,01)p(f|z,02)p(2)

= plg|z,0) p(z)/p(g]0)
(g|f,01) p(f|z,02)p(0)/p(g)
(9]z,0) p(0)/p(g)

,g
,g) ou p(z|0,9)
,g

Gaussienne

Potts

Potts

Gaussienne/Inverse Gamma

Gaussienne/Inverse Gamma

{(mg,02), k=1, , K}, 0 =(81,05)

9
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Gstimation de f lorsque 0 et z sont connus: \
MAP: f = argmax ¢ {p(f|g, z,0)} = argmin ¢ {J(f|g,2,0)}.
e avec un modele i.i.d. :
f(r)—m
J(flg.200) = llg—HAR Y Y| i
N . k 1TeRg
e avec modele markovien : f = fr—mgl

T(flg.z.0)=llg — HAE 23 Y Ui%(’ﬂr)—@r 3 fm)

k=1TeRy »€(V(r)NRy)

g - HfPA Y (1 —q<r>>(f<r> Y —q<r'>>f<r’>)

'r'ER 'r'EV('r')
2
S (Hm )
k=1TecR

\ ol f(r)=f(r)—m(r), OBr= #, nyp = Card(V(r) N Ry). J
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/ ASPECTS CALCULATOIRES '

Trois grandes classes d’approximations:

e Approximation de Laplace:
— On approxime la loi a posterior: par une Gaussienne équivalente

— Souvent trop grossieres

e Approximation numérique (MCMC)
— On explore la loi a posteriori en générant des échantillons suivant cette loi
— Acceptation-réjet, Métropolis-Hasting, échantillonneur de Gibs

— Souvent nécessite grand nombre d’itérations

e Approche variationnelle (Approximations séparables)
— On approxime la loi a posterior: par des lois plus simples a manipuler
— On utilise la distance de Kullback-Leibler comme mesure d’approximation

— Lorsqu’on a obtenue ces lois approchées, on les utilise pour 'estimation des

différentes grandeurs.

— Approximation en lois séparables, champs moyens

\ — Bon compromis entre précision et cotut de calcul

<
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/ APPLICATIONS '

e Tomographie X

e Tomographie microondes

e Fusion d’images

e Imagerie hyperspectrale

e Séparation de sources en imagerie satelitaires
e Segmentation d’une séquence vidéo

e Super-rsolution

e Restauration des documents ancients par sparation d’images

e Tomographie 3D en CND (coll. avec EDF)

\o Tomographie 3D pour des micro structures (coll. avec CEA)

<
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/ MODELES DE GAUSS-MARKOV (SIGNAUX ET IMAGES CONTINUS) \

g=HFf +e

f(r) image continue : Gauss-Markov

p(f(MIfr ) =N |8 > f(r)

r'ey(r)

MAP :
f = argmax ¢ {p(f|g)} = argmin ¢ {J(f)}

J(f)=llg - Hf||2+Z -8 > flr

r'ey(r)

MAP =Régularisation quadratique

32
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/ ‘ MODELES MARKOVIENS AVEC VARIABLES CACHEES LIGNES ' \

g=Hf +e,

f(r) images continues par morceaux :

Variables cachée lignes ou contours: ¢(r)

p(f(P)la(r), f(r) =N | BA—q(r) > f(r

T’EV(T)
MAP : (f,q) = argmax ¢ . {p(f,ql9)}
f = argmax ¢ {p(f|g,q)} = argmin ¢ {J(f)}
J(f)=llg — Hf|I

+Y (A —qr) | fr)=8 > fr

r'ev(r)

|
|
B

q = argmaxq {p(q|g)}

N\ _/
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e
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‘ MODELES MARKOVIENS AVEC VARIABLES CACHEES LIGNES '

Lien entre modeles a variables cachées et potentiels non convexes

(f,@) = argmax {p(f, qlg)}
f.q

f = arg max : = argmin{J
f=arg 2 {p(flg,a)} = arg ) {J(f)}

J(f) =g — HF|? _

+Y (L—qr) | fr) =8 Y f@)

r TEV(T)

q = arg max {p(qlg)}

f =arg m}ﬂ {/1(flg)}

Ji(f) =llg — Hf|?

+> | fr) =8 > [f(r)

T'eVv(T)
t]?if |t < «a,
o) =14 "
o else,

9
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/ ‘ MODELES MARKOVIENS AVEC VARIABLES CACHEES ETIQUETTES REGIONS \I

g=Hf+e

f représente I'image d’un objet composé

d’un nombre finie de matériaux homogenes

Variables cachée étiquettes
2(r)=k, k=1,--- K

Rie={r : z(r)=k}, R =UgRg
p(f(r)|z(r) = k) = N(f(r)|mg, of)
z={z(r),r € R} image segmentée

Champ de Potts:

p(z) ocexp [a Y Y 8(z(r) — 2(r'))

\ | TERT/EV(T) |

35
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L
|

Original

1

*
L

Gauss-Markov+pos—+supp f

GM+Line process f, g

20

a0

Filtered BP LS
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‘ FUSION D'IMAGE ET SEGMENTATION JOINTE .

(Olivier FERON)

(

gi(r) = fi(r) + €i(r)
p(fi(r)|2(r) = k) = N(miy, oir)
. p(flz) =1Lip(fil2)

2\
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F'USION D’IMAGE EN IMAGERIE MEDICALE '

(Olivier FERON)

38
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@égmentation conjoint des images hyper-spectrales \
(Adel MOHAMMADPOUR)

/

gi(r) = fi(r) + &(r)
p(fz(r)‘z(r):k'):N(m’&kaazk)a k:]-a 7K
p(flz) =11, p(f:lz)

m,, markovienne le long de l'index 1

\
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/Ségmentation d’une séquence vidéo \
(Patrice BRAULT)

/

gi(r) = fi(r) + €(r)
p(fi(r)|zi(r) = k) = N(miy, 04), k=1,--- K
p(flz) =11, p(filz:)

z;(r) markovien le long de I'index ¢
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4 )

~

ZAwa ) + €i(r)

Mixing 4
p(f;(r )\zj( ) = k) =N(myj,,07,)
v \ p(Aij) = N(Aoz'jaagz'j)
Segmentation
i
Separation

N e y
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/ ‘ SEPARATION ET SEGMENTATION DES IMAGES '

(H. Snoussi)

-
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e

‘ SYNTHESE DE FOURIER EN IMAGERIE MICROONDES ' \

(O. Féron en collaboration avec DRE)

:/f(r)exp [—j(w.r)] dr + ¢(w)

ou.0) = [ fa.y)exp[=(uz +vy)] do dy + (u,v)

g=HFf +e
g(u,v) f par FFTI f méthode proposy

43



A. Mohammad-Djafari Séminaire Institut Henri Poincaré 4 avril 2007

-

.

SEPARATION D’IMAGES DANS LE DOMAINE DES ONDELETTES '

g(r) = f(r)+ e(r) — WT — g (r) = F (r) + & (r)

images Hist. des images Coéff. ondelettes  Hist. des coéff.

e multi-résolution

o Coétlicients d’ondelettes peuvent souvent éetre classés en K = 2
classes

<
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/ SEPARATION D’IMAGES DANS LE DOMAINE DES ONDELETTES ' \

(M. Ichir)
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SUPER-RESOLUTION

(F. Humblot)
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-

‘ SEPARATION DE SOURCES '

<
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SEGMENTATION ET REDUCTION DE DONNEES EN IMAGERIE HYPER-SPECTRALE

Originale Classique (47%) Méthode proposée (82%) /
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/ ‘ TOMOGRAPHIE 3D POUR CND .

(en collaboration avec EDF)

Originale Rétroprojection

-

~

Méthode proposée f Méthode proposée z

9
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e

.

\ CONCLUSIONS .

Approche bayésienne et les modeles markoviens avec des variables cachées sont des
outils d’inférence bien appropriés pour grand nombre de probléemes inverses en
traitement du signal et d’image

H. Snoussi: Séparation de sources 1D et 2D

M. Ichir: Séparation de sources dans le domaine des ondelettes

S. Moussaoui: Séparation de sources positives et application en spéctrométrie
O. Féron : Fusion d’image et problemes inverses en imageries microondes

P. Brault: Segmentation de séquance d’images

A. Mohammadpour: Classification et segmentation d’images hyper-spectrales,
F. Su: Restauration de documents ancients,

F. Humblot: Super-résolution

N. Bali : Séparation de sources pour la classification et réduction de données en
imagerie hyper-spectrale

e S. Fekih-Salem: Tomographie 3D des micro structures (collaboration avec CEA)
e L. Robillard: Tomographie 3D en controle non destructif (CND)

(collaboration avec EDF)

<
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