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Plan de l’exposé

• Problèmes inverse en imagerie

• Inversion analytique/algébrique

• Inversion déterministe/probabiliste

• Approche bayésienne

• Modélisations a priori des signaux et des images

• Modèles séparables

• Modèles markoviens simples

• Modèles markoviens avec variables cachées lignes, contours et régions

• Aspects mise en oeuvres et calcul bayésien

• Exemples: Tomographie X, Imagerie microondes, Fusion d’images,

Super-résolution, Séparation de sources, Imagerie hyperspectrale

• Conclusions
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Problèmes inverses en imagerie: Tomographie
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Imagerie passive
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d’excitation
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Imagerie active
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ligne de mesure

-
incident
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objet

réflection
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-
incident
champ
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Problème directe: Connaisant l’objet calculer les mesures

Problème inverse: Connaisant les mesures trouver l’objet
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&

$

%

Tomographie X

3D 2D
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Projections

gφ(r1, r2) =

∫

Lr1,r2,φ

f(x, y, z) dl gφ(r) =

∫

Lr,φ

f(x, y) dl

Problème directe: f(x, y) ou f(x, y, z) −→ gφ(r) or gφ(r1, r2)

Problème inverse: gφ(r) ou gφ(r1, r2) −→ f(x, y) or f(x, y, z)
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Tomographie X et Transformée de Radon
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Inversion analytique

f(x, y) =

(
−

1

2π2

) ∫ π

0

∫ +∞

−∞

∂
∂r

g(r, φ)

(r − x cosφ − y sinφ)
dr dφ

Dérivation D : g(r, φ) =
∂g(r, φ)

∂r

Transformée de Hilbert H : g1(r
′, φ) =

1

π

∫ ∞

0

g(r, φ)

(r − r′)
dr

Rétroprojection B : f(x, y) =
1

2π

∫ π

0

g1(r
′ = x cos φ + y sinφ, φ) dφ

f(x, y) = B HD g(r, φ) = B F−1
1 |Ω| F1 g(r, φ)

• Rétroprojection des projections filtrées:

g(r,φ)
−→

TF

F1

−→
Filtre

|Ω|
−→

TFI

F−1
1

g1(r,φ)
−→

Rétroprojection

B

f(x,y)
−→
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Inversion algébrique

f(x, y)

-
x

6y
�
r

φ

•D

g(r, φ)

S•

fN

f1

fj

gi

Hij

g(r, φ) =

∫

L

f(x, y) dl gi =
N∑

j=1

Hi,j fj + ǫi

g = Hf + ǫ
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Imagerie à ondes diffractées

Mesures : champ diffracté par objet g(ri) = φd(ri)

Grandeur inconnue : f(r) = k2
0(n

2(r) − 1)

Grandeurs intermédiaires : φ(r)

g(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ(r′) f(r′) dr′, ri ∈ S

φ(r) = φ0(r) +

∫∫

D

Go(r, r′)φ(r′) f(r′) dr′, r ∈ D

Approximation de Born (φ(r′) ≃ φ0(r
′)) ):

g(ri) =

∫∫

D

Gm(ri, r
′)φ0(r

′) f(r′) dr′, ri ∈ S

Discrétisation : notations: F = diag(f) et Φ = diag [φ]



g = GMFφ = GMΦf

φ= φ0 + GOFφ
−→





g = H(f) avec

H(f) = GMF (I − GOF )−1φ0

Object

Incident

plane Wave

x

y

z

Measurement

plane

rr'

-
φ0 (φ, f)

φd
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Méthodes d’inversion déterministe

Ingrédients de base :

• Un modèle directe : g = H(f) + ǫ

• Une mesure d’adéquation aux données : Q(g, H(f))

• Une paramétrisation f(θ) ou une fonctionnelle de régularisation Φ(f )

Méthodes d’inversion standard :

• Estimation paramétrique : θ̂ = arg min
θ

{
Q(g, H(f(θ))) = ‖g − H(f (θ))‖2

}

• Optimisation sous contraintes :

f̂ = arg min
f

{Φ(f)} sous contrainte g = H(f) ou Q(g, H(f)) < ǫ

• Critère régularisé :

f̂ = arg min
f

{Q(g, H(f)) + λΦ(f )}
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Méthodes probabilistes

Maximum de vraisemblance (MV)




Modèle d’observation : g = H(f) + ǫ

Caractéristiques du bruit : pǫ(ǫ)
−→ p(g|f)

f̂ = arg max
f

{p(g|f)} = arg min
f

{− ln p(g|f)}

• Cas linéaire gaussien : −→ Moindres Carrés

• Méthode rarement satisfaisante pour les problèmes inverses

• Maximum de vraisemblance pénalisée

f̂ = arg min
f

{− ln p(g|f) + Φ(f)}
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Approche estimation bayésienne

Ingrédients de base :

• Modèle directe : g = H(f) + ǫ

• Mesure d’adéquation aux données : p(g|f) = pǫ(g − H(f))

• Information a priori p(f)

• Règle de Bayes : p(f |g) =
p(g|f) p(f)

p(g)
∝ p(g|f) p(f)

• Choix d’un estimateur f̂ = arg min
f ′

{∫
C(f ′ − f)p(f |g) df

}

Lien avec régularisation :

• Estimation au sens du maximum a posteriori (MAP) :

f̂ = arg maxf {ln p(f |g) = ln p(g|f) + ln p(f)}

avec Q(g, H(f)) = ln p(g|f) et Φ(f) = ln p(f)
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Cas linéaire et modèles a priori Gaussiens

g = Hf + ǫ

• Hypothèse sur les erreurs: ǫ ∼ N (0, σ2
ǫ I)

−→ g|f ∼ N (Hf , βI) −→ p(g|f) ∝ exp
[
−β‖g − Hf‖2

]
, β = 1

2σ2
ǫ

• Modèle a priori f :

f ∼ N (0, σ2
f (DtD)−1) −→ p(f) ∝ exp

[
−α‖Df‖2

]
, α = 1

2σ2
f

• A posteriori:

p(f |g) ∝ exp
[
−‖g − Hf‖2 + λ‖Df‖2

]
λ =

σ2
ǫ

σ2
f

= α
β

• MAP : f̂ = arg maxf {p(f |g)} = arg minf {J(f)}

avec J(f) = ‖g − Hf‖2 + λ‖Df‖2

• Avantage : caractérisation de la solution

f |g ∼ N (f̂ , P̂ ) avec f̂ = P̂Htg, P̂ =
(
HtH + λDtD

)−1
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Estimation au sens du MAP ou régularisation:

f̂ = arg min
f

{J(f)} avec J(f) = ‖g − H(f)‖2 + λΦ(f)

• Lois gaussiennes: Φ(f) quadratique

−→ J(f) quadratique −→ f̂ fonction linéaire de g −→ Algorithmes rapides

• Lois non gaussiennes mais Φ(f) convexe:

Exemples: Φ(f) =
∑

j φ(fj) ou Φ(f) =
∑

j φ(fj − fj−1)

avec φ(t) = {|t|p, (|t| ln |t| − |t|), (ln(1 + |t|)}

−→ J(f) convexe −→ Estimation nonlinéair mais facile à calculer

• Lois non gaussiennes et Φ(f) non convexe:

Exemples:

Φ(t) =





|t|2 if |t| < α,

α2 else,
,





t2 if |t| < α,

2αt − α2 else,
, α2t2

1+t2
, log cosh(t/α)

−→ J(f) non convexe −→ Minima locaux −→ Optimisation globale
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Modélisations a priori des signaux et des images

• Modèles séparables p(f) =
∏

j pj(fj) ∝ exp
[
−β

∑
j φ(fj)

]
ou

p(f) ∝ exp

[
−β

∑

r∈R

φ(f(r))

]

• Modèles markoviens simples p(fj |fj−1) ∝ exp [−βφ(fj − fj−1)] ou

p(f) ∝ exp


−β

∑

r∈R

∑

r′∈V(r)

φ(f(r), f(r′))




• Modèles markoviens avec variables cachées

z(r) (lignes, contours, frontières et régions)

p(f |z) ∝ exp


−β

∑

r∈R

∑

r′∈V(r)

φ(f(r), f(r′), z(r), z(r′))



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Modèles séparables iid

• Gaussienne:

p(fj) ∝ exp
[
−α|fj |

2
]
−→ Ω(f) = α

∑

j

|fj |
2

• Gaussienne généraliée:

p(fj) ∝ exp [−α|fj |
p] , 1 ≤ p ≤ 2 −→ Φ(f) = α

∑

j

|fj |
p,

• Gamma: fj > 0

p(fj) ∝ fα
j exp [−βfj ] −→ Ω(f) = α

∑

j

ln fj + β
∑

j

fj ,

• Béta: 1 > fj > 0

p(fj) ∝ fα
j (1 − fj)

β −→ Ω(f) = α
∑

j

ln fj + β
∑

j

ln(1 − fj),
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&

$

%

Gaussienne Gaussienne généralisée

p(fj) ∝ exp
[
−α|fj |

2
]

p(fj) ∝ exp [−α|fj |
p] , 1 ≤ p ≤ 2

Gamma Beta

p(fj) ∝ fα
j exp [−βfj ] p(fj) ∝ fα

j (1 − fj)
β
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Modèles markoviens simples

p(fj |f) ∝ exp


−α

∑

i∈vj

φ(fj , fi)


 −→ Φ(f) = α

∑

j

∑

i∈Vj

φ(fj , fi)

• Cas 1D et un seul voisin Vj = j − 1:

Φ(f) = α
∑

j

φ(fj − fj−1)

• Cas 1D et deux voisins Vj = {j − 1, j + 1}:

Φ(f) = α
∑

j

φ (fj − β(fj−1 + fj−1))

• Cas 2D et les quatres voisins:

Φ(f) = α
∑

r∈R

φ


f(r) − β

∑

r′∈V(r)

f(r′)




• φ(t) = |t|γ : Gaussienne généraliée
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Gaussienne iid Gauss-Markov

p(fj) ∝ exp
[
−α|fj |2

]
p(fj |fj−1) ∝ exp

[
−α|fj − fj−1|2

]

Gaussienne généralisée iid Gaussienne généralisée markovienne

p(fj) ∝ exp [−α|fj |
p] p(fj |fj−1) ∝ exp [−α|fj − fj−1|

p]
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Modèles gaussiens en terme de variables cachées





g = Hf + ǫ

avec f ∼ N
(
0, σ2

f (DtD)−1)
) =





g = Hf + ǫ

f = Cf + z avec z ∼ N (0, σ2
fI)

et D = (I − C)

f |g ∼ N (f̂ , P̂ ) avec f̂ = P̂Htg, P̂ =
(
HtH + λDtD

)−1





g = Hf + ǫ

avec f ∼ N
(
0, σ2

f (DDt)
) =





g = Hf + ǫ

f = Dz avec z ∼ N (0, σ2
fI)

z|g ∼ N (ẑ, P̂ ) avec ẑ = P̂DtHtg, P̂ =
(
DtHtHD + λI

)−1
−→ f̂ = Dẑ

z coefficients de décomposition sur une base (colonnes de D forment une base)
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Signaux non stationnaires

Variance modulée Gauss iid Variance modulée Gauss-Markov

p(fj |zj) = N (0, v(zj)) p(fj |fj−1, zj) = N (fj−1, v(zj))

Amplitude modulée Gauss iid Amplitude modulée Gauss-Markov

p(fj |zj) = N (a(zj), 1) p(fj |fj−1, zj) = N (a(fj−1, zj), 1)
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Modèles markoviens avec des variables cachées

Gaussiennes par morceaux Mélange de gaussiennes

(variables cachées ligne ou contours) (variables cachées étiquettes des régions)

p(fj |qj , fj−1) = N
`
(1 − qj)fj−1, σ

2
f

´
p(fj |zj = k) = N

`
mk, σ2

k

´
et zj markovien

p(f |q) ∝ exp
h
−α

P
j
|fj − (1 − qj)fj−1|

2
i

p(f |z) ∝ exp

»
−α

P
k

P
j∈Rk

“
fj−mk

σk

”2
–

21
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Modèles markoviens avec des variables cachées

f(r) intensités

l(r, r′) lignes

q(r, r′) contours

f(r) intensités

z(r) étiquettes régions

q(r) frontières des régions

R = {(i, j) : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} sites pixels ◦ sites lignes −

Rk = {r : r ∈ Rk} , ∪kRk = R régions

f = {f(r), r ∈ R} image (intensités)

l = {l(r), r ∈ R} (ou l(r, r′)) lignes l(r) ∈ [0, 1]

q = {q(r), r ∈ R} (ou q(r, r′)) contours q(r) ∈ {0, 1}

z = {z(r), r ∈ R} étiquette région z(r) ∈ {0, · · · , K}
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f(r) l(r) ∈ [0, 1] q(r) ∈ {0, 1} z(r) ∈ {1, · · · , K}
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f(r) l(r) q(r) z(r)

lx(r) ly(r) lyx(r) lxy(r)
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Modèles de mélange de lois

Mélange de gaussiennes iid (z iid) Mélange de gaussiennes iid (z Potts)

Mélange de Gauss-Markov (z Potts)

p(fj |zj = k) = N (mk, vk)

zj iid ou

p(zj |zj−1) ∝ exp [−αδ(zj − zj−1)] Potts

p(fj |zj = k, fj−1) = N (qjmk + (1 − qj)fj−1, vk)

avec qj = δ(zj − zj−1)
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f(r) l(r) ∈ [0, 1] q(r) ∈ {0, 1} z(r) ∈ {1, · · · , K}

δ(f(r) − f(r′)) δ(z(r) − z(r′)) z = {z(r), r ∈ R}

p(f(r)|z(r) = k) = N (f(r)|mk, σ2
k) −→ p(f(r)) =

∑
k P (z(r) = k)N (f(r)|mk, σ2

k)

fk = {f(r), r ∈ Rk} −→ f = {fk, k = 1, · · · , K}

p(fk) = N (fk|mk1k,Σk) −→ p(f |z) =
∏

k p(fk)

p(z) ∝ exp
[
α

∑
r∈R

∑
r′∈V(r) δ(z(r) − z(r′))

]
Champ de Potts
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Modèle a priori choisi et inférence bayésienne

• Modèle d’observation: g = Hf + ǫ −→ p(g|f) = N (Hf , σǫ
2I)

• Modèle a priori p(f , z) = p(f |z) p(z)

p(f |z) =
∏

k p(fk) avec p(fk) = N (fk|mk1k,Σk)

p(z) ∝ exp
[
α

∑
r∈R

∑
r′∈V(r) δ(z(r) − z(r′))

]

• Hyperparamètres θ = {σǫ
2, (mk, σ2

k), k = 1, · · · , K} :

p(mk) = N (mk|mk0, σk
2
0), p(σ2

k) = IG(σ2
k|αk0, βk0),

p(Σk) = IW(Σk|αk0,Λk0), p(σǫ
2
i ) = IG(σǫ

2
i |α

ǫi

0 , βǫi

0 ).

• Loi a posteriori conjointe de f , z et θ

p(f , z, θ|g) ∝ p(g|f , θ1) p(f |z, θ2) p(z|θ3) p(θ)
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Estimation conjointe de (f , z, θ) utilisant p(f , z, θ|g)





θ̂ ∼ p(θ|f̂ , ẑ, g) ou p(θ|ẑ, g)

ẑ ∼ p(z|f̂ , θ̂, g) ou p(z|θ̂, g)

f̂ ∼ p(f |ẑ, θ̂, g)

où ∼ signifie soit arg max soit échantllonner suivant




p(f |z, θ, g) = p(g|f , θ1) p(f |z, θ2)/p(g|z, θ) Gaussienne

p(z|f , θ, g) ∝ p(g|f , θ1) p(f |z, θ2) p(z) Potts

p(z|θ, g) = p(g|z, θ) p(z)/p(g|θ) Potts

p(θ|f , z, g) = p(g|f , θ1) p(f |z, θ2) p(θ)/p(g) Gaussienne/Inverse Gamma

p(θ|z, g) = p(g|z, θ) p(θ)/p(g) Gaussienne/Inverse Gamma

θ1 = σǫ
2, θ2 = {(mk, σ2

k), k = 1, · · · , K}, θ = (θ1, θ2)
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Estimation de f lorsque θ et z sont connus:

MAP: f̂ = arg maxf {p(f |g, z, θ)} = arg minf {J(f |g, z, θ)} .

• avec un modèle i.i.d. :

J(f |g, z, θ) = ||g − Hf ||2 + λ
K∑

k=1

∑

r∈Rk

||f(r) − mk||2

σ2
k

• avec modèle markovien : f̃k = fk − mk1

J(f |g, z, θ)=||g − Hf ||2 + λ
K∑

k=1

∑

r∈Rk

1

σ2
k

(
f̃(r) − βr

∑

r′∈(V(r)∩Rk)

f̃(r′)

)2

=||g − Hf ||2+λ
∑

r∈R

(1 − q(r))

(
f(r) −

∑

r′∈V(r)

(1 − q(r′))f(r′)

)2

+λ
K∑

k=1

∑

r∈Rk

(
f(r) − mk

σk

)2

où f̃(r) = f(r) − m(r), βr = 1
nr

, nr = Card(V(r) ∩Rk).
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Aspects calculatoires

Trois grandes classes d’approximations:

• Approximation de Laplace:

– On approxime la loi a posteriori par une Gaussienne équivalente

– Souvent trop grossières

• Approximation numérique (MCMC)

– On explore la loi a posteriori en générant des échantillons suivant cette loi

– Acceptation-réjet, Métropolis-Hasting, échantillonneur de Gibs

– Souvent nécessite grand nombre d’itérations

• Approche variationnelle (Approximations séparables)

– On approxime la loi a posteriori par des lois plus simples à manipuler

– On utilise la distance de Kullback-Leibler comme mesure d’approximation

– Lorsqu’on a obtenue ces lois approchées, on les utilise pour l’estimation des

différentes grandeurs.

– Approximation en lois séparables, champs moyens

– Bon compromis entre précision et coût de calcul
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Applications

• Tomographie X

• Tomographie microondes

• Fusion d’images

• Imagerie hyperspectrale

• Séparation de sources en imagerie satelitaires

• Segmentation d’une séquence vidéo

• Super-rsolution

• Restauration des documents ancients par sparation d’images

• Tomographie 3D en CND (coll. avec EDF)

• Tomographie 3D pour des micro structures (coll. avec CEA)
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Modèles de Gauss-Markov (signaux et images continus)

g = Hf + ǫ

f(r) image continue : Gauss-Markov

p(f(r)|f(r′)) = N


β

∑

r′∈V(r)

f(r′), σ2
f




MAP :

f̂ = arg maxf {p(f |g)} = arg minf {J(f)}

J(f) = ‖g − Hf‖2 +
∑

r


f(r) − β

∑

r′∈V(r)

f(r′)




2

MAP =Régularisation quadratique
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Modèles markoviens avec variables cachées lignes

g = Hf + ǫ,

f(r) images continues par morceaux :

Variables cachée lignes ou contours: q(r)

p(f(r)|q(r), f(r′)) = N

0
@β(1 − q(r))

X

r′∈V(r)

f(r′), σ2
f

1
A

MAP : (bf , bq) = arg maxf ,q {p(f , q|g)}

bf = arg maxf {p(f |g, q)} = arg minf {J(f )}

J(f ) = ‖g − Hf‖2

+
X

r

(1 − q(r))

0
@f(r) − β

X

r′∈V(r)

f(r′)

1
A

2

bq = arg maxq {p(q|g)}

20 40 60 80 100 120
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40

60

80

100

120
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Modèles markoviens avec variables cachées lignes

Lien entre modèles à variables cachées et potentiels non convexes

(f̂ , q̂) = arg max
f ,q

{p(f , q|g)}

f̂ = arg max
f

{p(f |g, q)} = arg min
f

{J(f)}

J(f) = ‖g − Hf‖2

+
∑

r

(1 − q(r))


f(r) − β

∑

r′∈V(r)

f(r′)




2

q̂ = arg max
q

{p(q|g)}

=

f̂ = arg min
f

{J1(f |g)}

J1(f) = ‖g − Hf‖2

+
∑

r

φ


f(r) − β

∑

r′∈V(r)

f(r′)




φ(t) =





|t|2 if |t| < α,

α2 else,
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Modèles markoviens avec variables cachées étiquettes régions

g = Hf + ǫ

f représente l’image d’un objet composé

d’un nombre finie de matériaux homogènes

Variables cachée étiquettes

z(r) = k, k = 1, · · · , K

Rk = {r : z(r) = k}, R = ∪kRk

p(f(r)|z(r) = k) = N (f(r)|mk, σ2
k)

z = {z(r), r ∈ R} image segmentée

Champ de Potts:

p(z) ∝ exp


α

∑

r∈R

∑

r′∈V(r)

δ(z(r) − z(r′))




20 40 60 80 100 120

20

40

60

80

100

120

z

20 40 60 80 100 120

20
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60

80

100

120

q
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Original Backprojection Filtered BP LS

Gauss-Markov+pos+supp f GM+Line process f, q GM+Label process f, z q
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Fusion d’image et segmentation jointe

(Olivier FÉRON)




gi(r) = fi(r) + ǫi(r)

p(fi(r)|z(r) = k) = N (mik, σik)

p(f |z) =
∏

i p(f i|z)

g1

g2

−→
f̂1

f̂2

ẑ
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Fusion d’image en imagerie médicale

(Olivier FÉRON)

g1

g2

−→
f̂1

f̂2

ẑ
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Ségmentation conjoint des images hyper-spectrales

(Adel MOHAMMADPOUR)





gi(r) = fi(r) + ǫi(r)

p(fi(r)|z(r) = k) = N (mik, σik), k = 1, · · · , K

p(f |z) =
∏

i p(f i|z)

mik markovienne le long de l’index i
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Ségmentation d’une séquence vidéo

(Patrice BRAULT)




gi(r) = fi(r) + ǫi(r)

p(fi(r)|zi(r) = k) = N (mik, σik), k = 1, · · · , K

p(f |z) =
∏

i p(f i|zi)

zi(r) markovien le long de l’index i
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Mixing

Separation

Segmentation





gi(r) =
N∑

j=1

Aijfj(r) + ǫi(r)

p(fj(r)|zj(r) = k) = N (mjk
, σ2

j k
)

p(Aij) = N (A0ij , σ
2
0ij)
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Séparation et ségmentation des images

(H. Snoussi)
 

f g f̂ ẑ
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Synthèse de Fourier en imagerie microondes

(O. Féron en collaboration avec dré)

g(ω) =

∫
f(r) exp [−j(ω.r)] dr + ǫ(ω)

g(u, v) =

∫
f(x, y) exp [−j(ux + vy)] dx dy + ǫ(u, v)

g = Hf + ǫ
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f(x, y) g(u, v) f̂ par FFTI f̂ méthode proposée
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&

$

%

Séparation d’images dans le domaine des ondelettes

g(r) = f(r) + ǫ(r) −→ WT −→ g̃
j(r) = f̃

j
(r) + ǫ̃

j(r)

images Hist. des images Coéff. ondelettes Hist. des coéff.
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• multi-résolution

• Coéfficients d’ondelettes peuvent souvent être classés en K = 2

classes
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Séparation d’images dans le domaine des ondelettes

(M. Ichir)

f g f̂ (GM) f̂ (HMM)
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Super-résolution

(F. Humblot)

=⇒
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Séparation de sources

=⇒
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Ségmentation et réduction de données en imagerie hyper-spectrale

(N. Bali)

Originale Classique (47%) Méthode proposée (82%)
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Tomographie 3D pour CND

(en collaboration avec EDF)

Originale Rétroprojection Méthode proposée f Méthode proposée z
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Conclusions

Approche bayésienne et les modèles markoviens avec des variables cachées sont des

outils d’inférence bien appropriés pour grand nombre de problèmes inverses en

traitement du signal et d’image

• H. Snoussi: Séparation de sources 1D et 2D

• M. Ichir: Séparation de sources dans le domaine des ondelettes

• S. Moussaoui: Séparation de sources positives et application en spéctrométrie

• O. Féron : Fusion d’image et problèmes inverses en imageries microondes

• P. Brault: Segmentation de séquance d’images

• A. Mohammadpour: Classification et segmentation d’images hyper-spectrales,

• F. Su: Restauration de documents ancients,

• F. Humblot: Super-résolution

• N. Bali : Séparation de sources pour la classification et réduction de données en

imagerie hyper-spectrale

• S. Fekih-Salem: Tomographie 3D des micro structures (collaboration avec CEA)

• L. Robillard: Tomographie 3D en contrôle non destructif (CND)

(collaboration avec EDF)
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