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Introduction

Quand une grandeur physique d’intérét n’est pas directement accessible & la mesure, il est
courant de procéder a I'observation d’autres quantités qui lui sont reliées par des lois physiques.
la notion de probléme inverse correspond a 1’idée d’inverser ces lois physiques pour accéder indi-
rectement a la quantité d’intérét.

Les méthodes de résolution des problémes inverses ont suscité un intérét croissant depuis leur
genése. la problématique d’inversion concerne des secteurs variés tels que les sciences de la terre,
I'imagerie médicale, 'industrie électromagnétique...

En particulier, nous nous intéressons dans cette étude a un domaine des problémes inverses :
la reconstruction tomographique. La tomographie a pour objectif de reconstruire d’une fagon
non destructive une cartographie d’un parametre caractéristique d’un objet. Son principe repose
sur ’analyse de 'intéraction entre un rayonnement que l’on propage dans ’objet. Dans certains
nombre de configurations, on ne dispose que d’un nombre trés faible de projections.

La reconstruction tomographique d’un objet, & partir d’'un nombre faible de projections,
conduit & un probléme inverse mal posé : les conditions d’existence, d’unicité et de stabilité ne
sont pas vérifiées. Une reconstruction de type inverse généralisée, & partir de projections bruitées,
conduit & une solution trés dégradée. Pour remédier & cela, il est nécessaire de régulariser par
introduction d’informations a prior: .

Différentes méthodes existent pour la résolution de ce probléme de reconstruction, a savoir la
discétisation en voxels ou la modélisation par une forme déformable. Nous optons pour cette étude
a la deuxiéme méthode qui présente ’avantage de réduire le nombre de paramétres a estimer et
I’inconvénient de rendre le critére & optimiser non linéaire.

Nous modélisons cet objet par une forme polyédrique P, par conséquent, le probléme de re-
constrcution revient a estimer les sommets de P. Cette estimation est faite par le biais d’une
approche bayésienne introduisant des informmations a prior: sur P.

La premiére idée s’était de résoudre ce probléme en monorésolution, c’est & dire que le nombre
de sommets de I'objet initial est fixe et ne change pas au cours du procédé. Cependant, nous avons
remarqué que ce nombre doit étre assez important, ce qui peut rendre le cout de calcul impor-
tant. Pour cette raison, nous avons proposer ’approche multirésolution qui consiste a reconstruire
successivement des polyédres a nombre croissant de sommets et & considérer une reconstruction a
faible nombre de sommets pour produire I'initialisation a la résolution immédiatement supérieure.
Cette approche sera étudiée durant ce stage, nous allons essayer de décrire les modules nécessaires
permettant le passage d’un niveau a un autre, ainsi que les limites qui peuvant apparaitre.

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Un premier chapitre introductif qui permet de
positionner le probléme, de décrire les méthodes de reconstruction et enfin de présenter le sujet
précis du stage. Dans le deuxiéme chapitre, nous décrivons le modeéle adapté qui est le modele
polyédrique. Nous présentons aussi une bréve discription de I’approche monorésolution en 3D et les
techniques d’optimisation nécessaires pour résoudre ce probléme a savoir le calcul des projection
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et leur mise & jour qui permettent le calcul du critére et de son gradient. Un troisiéme chapitre
sera consacré a ’approche multirésolution. Nous commencerons par présenter le principe de cette
approche dans le cas 2D. Ensuite nous proposons son extension dans le cas 3D. Les simulations
seront présentées dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats des modules dérits dans
le troisiéme chapitre en les comparant avec les résultats de 'approche de monorésolution afin de
montrer les performances apportées par cette approche



Chapitre 1

Présentation du probléme

1.1 Probléme de la tomographie

On illumine un objet 3D par un rayon X d’intensité d’entrée I, et on mesure son intensité
I a la sortie. Si on définie objet par une fonction f(z,y,z) qui représente la distribution de sa
constante d’atténuation p(z,y, z), alors on peut écire la relation suivante :

I
—In — = /f(xay: Z) dl
IO L

ou L est une ligne droite reliant la source au détecteur
En notant p = —ln%,et en paramétrisant £ par sa direction @ = (6, ¢) et par la position du

détecteur » sur un plan wy perpendiculaire & £ (r € wy = 7 = uug + vvy), on obtient ce qu’on
appelle une projection pg(r)

pa(r) = /ﬁ Fay,7) di (1.1)

F1G. 1.1 — Mode de projection orthogonale en 3D
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Une projection suivant la direction wg passant par r s’écrit :

pg("') = f(xaya Z) 52(”'9(.T, Y, Z) - 7’) dx dy dz (12)
R3
L’objectif de cette étude est de partir de ces projections définies dans le cas 3D pour arriver
a estimer la fonction de densité f(z,y, z) par f(z,y, z). Dans ce projet, on se place dans le cadre
ou on ne dispose que d’'un nombre faible de projections donc de données.

1.2 Meéthodes classiques de reconstruction

On distingue deux grandes approches pour la reconstruction d’un objet a partir de ces projec-
tions par rayon X
- Les méthodes analytiques basées sur la transformée inverse de (1.1) qui est connu sous le
nom de la Transoformée de Radon (TR).
- Les méthodes algébriques qui discrétisent directement (1.1) et cherche une solution pour
I’équation algébrique qui en découle.

1.2.1 Meéthodes analytiques

Afin de faciliter la compréhension dans ce paragraphe, nous considérons le cas 2D, la (TR)
s’écrit :

po(r) = [ flz,y)0(r —xcos® — ysinf)dzdy
R2

et I’expression analytique de I’'inverse est :

flz,y) = 27T2 // Opo(r)/ Or dr df (1.3)

r —xcosf —ysinf

Mais, comme les données py(r) ne sont pas connues pour toute valeur de r et 6, une approxi-
mation des intégrales est nécessaire. Pour obtenir une solution approchée satisfaisante, un grand
nombre de méthodes ont été proposées, a savoir 'inversion directe de la TR, I'interpolation dans
le domaine de Fourier, la rétroprojection...

Cependant, plusieurs difficultés heurtent I'utilisation de ces méthodes. Premiérement, le contexte
du notre probléme, c’est a dire le nombre réduit de données. Deuxiément, la nécessité d’interpoler
la solution obtenue en coordonnées cartésiennes. Cette étape d’interpolation nécessite des infor-
mations a priort qui ne sont pas définies dans ces méthodes.

1.2.2 Les méthodes algébriques

Ces méthodes consistent & projetter les grandeurs inconnues sur une base de fonctions appro-
priées f(z,y, z) = > i fibi(z,y, z) Un exemple typique ou la scéne est discrétisée par un ensemble
de pixels ou voxels. L’équation (1.1) s’écrit alors :

= Z fiai(r,0) (1.4)
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ou a; représente la longeur de l'intersection du i™¢ voxel de la scéne avec la droite de projection
Ly et n est le nombre de parameétres inconnus.
En reécrivant pg(r) Vr, 0 sous forme matricielle, on obtient 1’équation suivante :

p=Af (1.5)

ol f =[fi......fu]" et A est la matrice de projection de taille M x n avec M est le nombre de
données.
Le probléme se raméne alors a la résolution de ’equation :

p=Af +e (1.6)

ou € représente a la fois les erreurs liées a ’approximation et au bruit de mesure.

Arrivée a ce stade, on peut penser qu'une solution approchée peut étre obtenue en utilisant la
méthode de moindres carrés :

fuc = arg;nin lp— A F|? (1.7)

Ce qui revient a résoudre :
ATp = ATAf

ot ATA est une matrice de n x n. Or, le nombre de projections est trés limitée (M < n) et la
matrice AT A n’est pas inversible. Par conséquent, le systéme posséde une infinité de solutions. Pour
y remédier, on peut penser a l'inverse généralisée fT = Afp, cette solution s’obtient en effectuant
une décomposition en valeur singuliére de A. Mais, A est une matrice de grandes dimension et
souvent trés mal conditionnée. Son conditionnement dépend du choix de la base, du rapport entre
le nombre de données M et le nombre de paramétres décrivant I’objet[19]. Donc, il n’est pas
possible d’obtenir une solution satisfaisante du probléme au sens du moindres carrés ou méme
en inverse généralisée sans 'introduction d’une information a priori sur les grandeurs inconnues,
donc d’introduire une structure régularisée.

1.3 Contexte du probléme

L’étude dans ce projet porte sur la reconstruction des objets compacts dans un milieu homo-
géne a partir d’un nombre faible de projections. On peut rencontrer ce probléme dans plusieurs
techniques industrielles en controle non destructif (CND) des matériaux ou I'on cherche a déter-
miner la forme précise d’un défaut a I'intérieur d’un objet métallique.

Cette contrainte nous permet de modéliser la scéne par la présence de deux types de matériaux
de densités différentes. La fonction de densité d’un tel objet s’écrit :

_ | f si(z,y,%) appartient au défaut C
f(xa Y, Z) - { fO ailleurs (18)

Sans perdre la généralité, nous prenons le cas ou f; = 1 et fy = 0. Donc, I'expression de la
projection (1.1) devient :

palr) = /ﬁ foy2)dl = /L L (1.9)
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On distingue deux classes de méthodes pour la reconstruction d’un objet dans des telles condi-

tions.

e Méthodes basées sur la discrétisation en voxels du volume ot se trouve 'objet([22], [6]) : ces
méthodes ont été largement utilisées en imagerie médicale, en contréle non destructif pour la
reconstruction des objets a partir des radiographies. L’avantage majeure de cette méthode
est la linéarité de la relation entre les données et les paramétres a estimer. Néanmoins, elle
présente aussi un inconvénient important qui est la taille de nombre de paramétres a estimer,
ce nombre est égale au nombre de pixels ou voxels de ’objet, et donc une charge de calcul
importante. Par ailleurs, cette approche ne prend pas en compte le caractére compact de
I’objet.

La fonction f(z,y, z) devient alors :

f(z,y, 2 Zf] (x,y, 2

. _ | 1 si(x,y,2z) appartient au voxel j
ou d(z,y,z) = { 0 sinon (1.10)
Le probléme se raméne toujours a la résolution de I’équation
= Af +e (1.11)

Néanmoins, cette méthode présente aussi un inconvénient important qui est la taille de
nombre de parameétres a estimer f, ce nombre est gale au nombre de pixels ou voxels de
I’objet, et donc une charge de calcul importante. Par ailleurs, dans cette approche, il est
plus difficile de prendre en compte le caractére compact et binaire de I'objet.

e Méthodes basées sur la modélisation de la surface de I’objet compact : ce sont des méthodes
qui permettent ’estimation directe de la forme géomeétrique de I'objet qui est modélisé par
un nombre de paramétres réduit d’une facon remarquable. Le seul inconvénient de cette
approche est la non linéarité de la relation entre les données et ces paramétres. En effet,
I’équation (1.19) devient :

p=A(f) +e (1.12)

ou f représente dans ce cas le vecteur des paramétres qui décrivent la surface de I'objet
compact.

Pour modéliser cet objet, il existe plusieurs formes, on cite :

1. Ellipsoide : c’est un modéle convexe, simple définie par son centre G et les trois axes
d’inertie 5(517 62, 63)

Les paramétres a estimer pour ce modéle sont :
T = {Ga ai, a2, as, 0a¢}
L’équation de ce modéle est la suivante :

GM (0) = [a; cosf sing, ay sinf sin ¢, a3 cos ¢]” (1.13)

ol a; :les demi longueurs de 1'ellipsoide
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£

&

£

i

F1G. 1.2 — paramétrisation de I'ellipsoide

2. Super-ellipsoide : c’est un modéle qui généralise le modéle des ellipsoides. Il n’est pas
nécessairement convexe, il dépend en plus des paramétres o et 5 dont leur variation
déforme la forme de I'ellipsoide longitidunalement.

[’équation d’un tel modéle s’écrit :
GM (0) = [a; cos’ B sin® ¢, ay sin® @ sin®p, a3 cos® ¢]” (1.14)

3. Modéle harmonique : c’est un modéle non convexe étoilé en un point G. Son équation
s’écrit :
GM(0) = p(6) we (1.15)

oil p(0) est une fonction réguliére, positive définie sur une boule unité de R? et elle se
décompose en une combinaison linéaire d’harmonique sphérique [22] comme suit :

p(0) = D > af pf(0)

1=0 |k|<I

Les paramétres & estimer pour ce modéle sont € = {G,af/|k| <1}

4. Splines : Ce sont des modéles locaux et plus adaptés que les autres pour modéliser la
douceur locale d’un contour. En plus, chaque point de contréle dans ce modéle n’influe
que sur une portion du contour. Pour des splines cubiques, on considére une grille de
(q + 1)? positions échantillonnées sur un intervalle [a, b]?, toute surface spline cubique
s’exprime par :

q

M(t,u) =YY" Py Bi(t)Bj(u);  (t,u) € R’

i=1 j=1

ol P;; € R3 : les points de controle
B; : fonctions de la base

Le vecteur de paramétres & de ce modéle est formé par ’ensemble de coordonnées des
n points de controle P;; de la spline. Le probléme le plus important pour ces modéles
est le choix de ’ordre du spline. Dans notre cas, il s’avére plus judicieux de choisir les
splines d’ordre 1, c’est & dire des polygones pour le cas 2D et des polyédres pour ce cas
3D, car le calcul de leur projection se fait d’une fagon directe.
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1.4 L’approche bayésienne

On a vu dans le paragraphe (1.2.2) que la solution au sens du moindres carrés ou en inverse
généralisée n’est pas satisfaisante pour la reconstruction avec un nombre limitée de données. Pour
remédier & ce probléme, on est amené & introduire des informations a priori. Ceci peut se faire
par un choix judicieux des fonctions de la base de telle sorte que 1'objet puisse étre décrit par un
faible nombre de paramétres [19]. Mais, cette approche est trés spécifique car on sera obligé de
construire une base pour chaque objet.

Une alternative a cette approche, une fois les fonctions de base définies d’'une maniére unique,
est I’approche bayésienne qui permet de prendre en compte les informations a prior: sur les para-
metres inconnues f et sur les données p & travers des quantités probabilistes et de définir par la
suite une distribution a posterior: sur les inconnus f.

Rappelons que la relation entre des données et les inconnus est soit p = Af + € dans le cas de
discrétisation par voxel, soit p = A(f)+ e dans le cas de modélisation par des formes géométriques.
On not d’une fagcon générale :

y=A(x) +e

ou y : les données radiographiques.
x : les inconnus du probléme
€ : le bruit

Soit p(x/y) : la loi a posteriori de x. Selon la loi de Bayes :

p(y/x) p(x) (1.16)

p(z/y) = )

ou p(y/x) : la fonction de vraisemblance qui traduit l'imprécision sur les données.
p(z) : la distribution a priori des paramétres inconnus qui traduit nos connaissances
initiales sur la scéne .

Un estimateur & au sens du maximum a posteriori (MAP) s’écrit :
& = argmin {—In p(xz/y) } = argmin {—In p(y/x) p(zx)} (1.17)
€T €T
Or p(y/x) ~ N(p(zx),o?), par conséquent,

& = argmin {J ()} (1.18)

ou
J(x) = K(x) + X Q(x) (1.19)
avec K(z) = |ly + A(x)|?
Q(x) le terme de régularisation.

Les principales difficultés qui se posent en utilisant I’approche bayésienne est la détermination
de la quantité p(x), comment faut-il fixer I'information a priori sur I'objet et calculer par la suite
la loi a posteriori p(x/y).
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1.5 Sujet précis de mon stage

Plusieurs travaux ont été effectués dans le domaine de reconstruction d’objet en tomographie
par rayon X en 2D et en 3D. Plus particuliérement, Charles Soussen, dans le Groupe des Problémes
Inverses (GPI), a travaillé sur ce sujet pendant sa thése. Il a mis en oeuvre plusieurs programmes
permettant la simulation des données, le calcul de ses projections, ’optimisation du critére et
le calcul de la solution finale, et ceci en 2D et en 3D. Il a réussi a obtenir des résultats assez
performants. Il a également élaboré ’approche multirésolution en 2D. Cependant, le travail reste
inachevé dans le cas 3D.

Sur ce qu’a été déja effectué, ma contribution porte sur la reconstruction 3D en multirésolution.
Partant d’une modélisation polyédrique de 1’objet, le probléme de la reconstrcution se résume a
I’estimation directe des sommets V' de ce polyédre & partir de ces projections p. Durant cette
étude, nous allons essayer d’établir les routines nécessaires permettant le passage d’un niveau de
résolution & un autre, tout en essayant de relever les problémes engendrés par cette approche.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, nous avons posé le probléme de reconstruction d’objets compacts
a partir d’'un nombre faible de projections. Cette contrainte nous a amené a adapter une approche
bayésienne et & introduire des informations a prior:i afin de rendre le probléme bien posé. Nous
avons présenté la nature des données et les différentes méthodes classiques pour la résolution de ce
probléme. Nous avons opté pour I'approche de modélisation de I'objet par une forme polyédrique.
Dans le chapitre suivant, nous allons détailler cette approche en monorésolution et ’étendre par
la suite pour ’approche multirésolution.



Chapitre 2

Approche polyédrique en monorésoltuion

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur la représentation polyédrique pour le probléme de
reconstruction en 3D. Nous rappelons que la reconstruction se rameéne a l’estimation des para-
métres de la forme géométrique adoptée, qu'on note dans la suite par P, & partir ses données
radiographiques p.

Plusieurs travaux ont été élaborés dans ce domaine. On cite, pour les méthodes d’estimation
directe des sommets de P, les travaux de ([15],]9], [18], [22]) pour le cas 2D et ceux de (]3], [23])
pour le 3D. On cite, notamment, les travaux de ([15],[17]) dans lesquels il propose une méthode
pour estimer les paramétres inconnus a partir des moments de ses projections dans le cas 2D et
par la suite, ’extension de cette méthode dans le cas 3D dans les travaux de ([24]). Dans tous les
travaux qui ont été déja cités, I’estimation es sommets de P se fait en monorésoltuion, en d’autes
terme, le nombre de sommets reste toujours le méme.

Dans ce chapitre, nous allons présenter, le principe de I’estimation directe des sommets de P
ainsi que I’estimation a partir des moments de projections en monorésoltuion ainsi que la stratégie
d’optimisation adoptée.

2.2 Présentation du modéle polygonale et polyédrique

L’idée de base est de modéliser le contour de I'objet par un polygone en 2D et par un polyédre
en 3D. Dans le premier cas, le polygone est définie seulement par les coordonnées de ses sommets
V = {V(x;,y;)} .Par contre dans le cas 3D, un polyédre P est défini par un ensemble de n
sommets et un ensemble de m facettes qui relient ces derniers entre eux. Le modéle de P s’écrit
alors comme suit :

ouV=[VIl. .. V,I]T avec V; = (24, 4i,2) ER® et F = [Fy, ....... ]

n
Pour simplifier le probléme d’estimation du polyédre, on considére que les facettes sont tri-
angulaires et que la relation entre les sommets voisins entre eux et entre les facettes voisines est
prédifinie [22].
Dans les deux cas, la relation entre les données et les paramétres inconnus n’est pas linéaire et
I’équation a résoudre est :
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p=AV)+e

ot A(.) :Vopérateur de projection

Le critére & minimiser (1.19) devient alors :

JV) =|ld —AWV)|? + X Q(V) (2.1)

2.3 Meéthodes d’estimation de paramétres inconnus

Il existe deux méthodes de reconstruction en monorésoltution, une méthode directe et une
méthode utilisant les moments de projections. Cette derniére fera ’objet du paragraphe suivant,
on présentera ses limites et ses avantages.

2.3.1 Meéthodes des moments

Ces résultats sont diis essentiellement a Milanfar([16] dans le cas 2D et & Soussen [24] dans le
cas 3D. On résume dans ce qui suit ses travaux pour ’estimation des paramétres V' de 1'objet P.
Le principe de cette méthode consiste a :
— Trouver une relation entre les moments de 'objet et les moments de ses projections (les
données) et estimer alors les moments de I’objet.
— Ensuite, trouver une relation entre les moments de 1’objets et les sommets V' qui permet
leur estimation.
Pour mieux illustrer cette méthode, nous allons traiter le cas 2D, plus simple, puis I’étendre
dans le cas 3D. Partons de ’expression de projection :

po(r) :/]R2 f(z,y) 6(r —xcosf — ysinf) dx dy (2.2)

Vu les conditions du probléme (ref), Pexpression(2.2) devient :

// (r —xzcosf —ysinh) dx dy
]R2

. Le moment d’ordre n de py(r) s’écrit :

hn(0) :/R ™ pg(r)dr ; n>0 (2.3)

Et le moment géométrique de P est :

=// oy f(x,y) do dy =//xz ydedy 5 i,j>0 (2.4)
R2 P

On remarque qu’il y a une relation entre le moment de py(r) et le moment géométrique de P
et qui s’écrit :

ho(0) = // / S(r —weosh —ysind) dr ) de dy (2.5)
= //R (xcos® +ysinh)" dz dy (2.6)
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Donc,

n
ha(0) =cos™0 > C sin’ 0 (2.7)
§=0
On remarque que le moment d’ordre n des projections dépend uniquement du moment géo-
métrique d’ordre n de 'objet. Par conséquent, pour n fixé, on aura besoin au moins de (n + 1)
valeurs de h,(6), donc de (n + 1) projections différentes pour estimer tous les moments fi,,_; ;.
On peut étendre facilement ces équations dans le cas 3D. L’expression du moment géométrique

devient alors :
po = [[[ 2w Fdwdy s igkz0
P

et le moment de projection, en se référant a(1.1), devient :

huq () ://11@2 u vl pyp(r)dr ; our €Ewy, T=uu +vv

De la méme maniére qu’au cas 2D, il est possible de calculer les moments géométriques de P
aux ordres 0....n & partir d’au moins (n + 1) projections (|24]), ce qui permet la résoltution de la
premiére étape de la méthode.

Pour la 2™ étape, pour I’évaluation de n sommets Vj....V}, nécessit au moins (2n—2) moments
estimés, donc de (2n — 2) projections. Comme, le nombre de projections pour notre probléme est
limité, on ne peut pas avoir des solutions satisfaisantes.

Cependant, cette méthode est facile et rapide point de vue implémentation et elle fournit des
résultats performants pour un nombre réduit de sommets. Etant donnés ces avantages, on peut en
profiter pour construire un polyédre convexe a partir des moments de projections jusqu’a 'ordre
2 et qui sera considéré comme inititalisation de notre algorithme de reconstruction de P.

2.3.2 Meéthode d’estimation directe

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’il est difficile d’estimer d’une fagon exacte
la forme de I'objet P a partir des moments de ces projections. Cependant, ([18]) ont proposé
des méthodes qui permettent un calcul approximatif de la soltuion, en se basant sur I'approche
bayésienne qui permet la régularisation du critére.

On a défini le critére comme :

JV) = K(V) + AQ(V)

En P’abscence de 'information a priori particuliére sur la forme de 'objet, Soussen([22]) a
choisi de favoriser sa douceur locale. (V') sera une énergie a caractére markovien qui pénalise les
fortes courbures de I'objet P. Des modéles de régularisation ont été devéloppés abondament par
([4] et [3]).

Le terme de régularisation s’écrit :

ot K;(V') :Les courbures locales approchées en les sommets V; et qui ne dépend que de V;
voisins de V;.
¢(.) : une fonction choisie paire et croissante.
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Il y a plusieurs facons pour définir les courbures locales, on peut prendre la définition de I’angle
solide 4;(V') ([22]) qui permet d’écrire 1’expression suivante de la courbure :

K;(V) =K(A;(V)) =1 +cosA;(V)/2 (2.9)

ou A;(V) :angle solide qui est égale a l’aire de la surface obtenue en projettant tous les sommets
voisins de V; sur la sphére unité centré en V;.
Le terme de régularisation s’écrit alors :

N

QV) =D (1 +cos A;i(V)/2) (2.10)

i=1

Il y a plusieurs formes de ¢, pour ce cas, on choisit un potentiel convexe , simple ¢(t) = t*. Et le
critére final & optimiser devient :

JV) =|d — AV)|]? +Z + cos A; (V) /2)? (2.11)

2.4 Techniques d’optimisation

La reconstruction de I'objet P se raméne a l'optimisation du critére(2.11) J(V'), un critére
non convexe. D’une fagon générale, il existe deux grandes classes de méthodes d’optimisation : des
méthodes stockastiques et des méthodes itératives déterministes qu’on retient pour cette étude. Il
y a deux stratégies d’optimisation pour les méthodes itératives.

e Technique qui modéfie I’ensemble des paramétres & chaque itération :
Cet algorithme optimise J directement sur tous les somments simultanément et il s’écrit :

VED =v® _p, vT(VW),  oi hy=argmin J(V® - p vF(VH))
heR4

hy, repésente le pas de descente de I’algrithme. Cette technique fournit des résultats satisfaisants|22],
mais elle nécessite un grand nombre d’itérations.

e Technique qui modéfie un sommet a la fois :
Cette algorithme consiste a réaliser séquentiellement la minimisation du critére J (V') par
rapport a chaque sommet V; en considérant les autres fixés. Donc, les sommets sont mis a
jour de la maniére suivante :

Vie {1,...,n}, VY =v® — LY g(VE Vi £ )

o g;(V#:V;,i # j)] représente la dérivée partielle 07 (Vb)/0V; et le pas de descente h¥t!

est obtenue par :

et = argmin 7 (V" — b g,(V?; V4 # 5))
heRy

Le probléme de ces alogorithmes est I'initialisation car il faut que la solution initiale appartient
a la région attractive du mininum globale sinon on risque de rester bloquer dans un minimun local.
Ces deux techniques ont été adoptées par Soussen [22] et il s’avére qu’elles sont assez per-
formantes. Pour notre approche multirésolution, nous allons utiliser pour le moment la premiére



2.5. DIFFERENTES ETAPES DE CALCUL DU CRITERE ET DE SON GRADIENT 20

technique. Un probléme qui peut étre engendré par I’etape d’optimisation et auquel il faut faire
attention est a '’auto-intersection ou le caractére acceptable de la forme reconstruite. Un polyédre
est dit acceptable s’il appartient & ’ensemble A,,,, , ou n est le nombre de sommets et m est le
nombre de facettes, et il est défini comme suit :

A ={P ={V,F} /V(i,j) e {l.m},i#j, in~j, F; N F; = &} (2.12)

Pour essayer de conserver le caractére acceptable du polyédre, Soussen [22| a proposé les

solutions suivantes :

— Pour la stratégie de descente par blocs, on suppose que ’algorithme est a l'itération k. On
définit la quantité p = A(V*~1), cette quantité sera mis & jour pour chaque sommet déplacé.
Une fois l'itération k terminé, les n sommets Vl(k)....Vn(k) ont été ré-estimés. Donc, on calcule
A(Vy) et puis on le compare avec p. Si || A(V; — p|| > ¢, le polyédre n’appartient pas a A,,,
défini par 'equation 2.12. Par conséquent, on rejette les modifications des sommets faites a
I'itération k.

— Pour la statégie du gradient, cette procédure n’est pas envisageable car les somments sont
modifiés golabalement. Mais une possibilité de controler le caractére acceptable consiste a
comparer les dérivées partielles .7 (V *))/0V; a leurs approximations par différences finies.

Outre les difficultés inhérentes aux calculs des projections et de leur gradient, le probléme de
la gestion du caractére acceptable de P au sens de la définition(2.12) dans le cas 3D est beaucoup
plus difficile vu que ’on déforme des contours 3D. Une méthode de détecter les auto-intersections
est 'utilisation d’une voxellisation comme le font Battle et al.[3]. Ils répertorient les facettes qui
intersectent chaque voxel, et détectent une auto-intersection si deux facettes non adjacentes in-
tersectent le méme voxel. Cette stratégie est efficace, mais elle s’avére couteuse et nécessite une
voxellisation fine et de nombreuses recherche d’intersection voxel-facettes.

Nous avons présentés dans ce paragraphe les deux stratégies d’otpimisation qu’on peut utiliser
pour la reconstruction de l'objet P, ainsi que le probléme engendré par ces derniers a savoir
la gestion du caractére acceptable de P. Dans ce qui suit, nous allons développer les éléments
nécssaires & la mise en oeuvre de ces alogorithmes, en particulier les différentes étapes de calcul
du critére et de son gradient.

2.5 Différentes étapes de calcul du critére et de son gradient

Dans I’expression de J(V')(2.11) et de son gradient, il faut calculer le terme A(V'), c’est a dire
calculer les projections de V et le terme 0.4(V')/0v;, ce qui revient & mettre a jour les projections.
C’est ces deux thémes qu’on va traiter dans ce paragraphe.

2.5.1 Calcul des projections

Soit le polyedre P et L = L, g le rayon de projection passant par la source S, orienté par
w = wyg et arrivant en le pixel détecteur r. En se référant a [1], le calcul de pg(r) dépend des
intersections entrantes et sortantes de L et les facettes F' de P. En omettant le cas singulier ou le
rayon appartient au support de la facette, notons I; le point d’intersection I; = £N F}, le nombre
de ces intersections est pair ou impair selon que le polyédre soit convexe ou non. Soit /; la distance
entre I; et la source S2.1
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F1G. 2.1 — Intersection rayon-facettes

Soit,
L) =8 +1;w (2.13)
La quantité pg(r) s’écrit alors :
k k
po(r) = d(ly 1,1o) = Y (lyj —loj 1) (2.14)
j=1 j=1

les positions I5; correspondent aux points d’entrée du rayon , et les positions I5;_; aux points de
sortie.

2.5.2 Mise a jour des projections

La mise a jour des projections est nécessaire lors du calcul du gradient de 7, chaque fois qu’on
déplace un sommet il faut recalculer la projection de I’ensemble du polyédre. Supposons qu’on est
a I'itération k et qu'il faut recalculer p = A(V®)) suite 4 la modification du sommet V;. Le prin-
cipe de cette stratégie de mise a jour consiste en premier lieu a ’extraction du mini polyédre P;
contenant le sommet V] et ses voisins et en second lieu, a la décomposition de P; en n; tétraédres
oll n; est le nombre de voisisns du sommets V;.

Ainsi, on peut écrire que le polyédre P :

P="P +ahP (2.15)

ou P; : le mini-polyédre extrait contenant le sommet V7, ses voisins et un sommet fictif W
rajouté pour le renfermer.
P : un polyédre contenant W et tous les sommets de P sauf V;.
€, = =1 indique si V; est intérieur ou extérieur a P.

Nous déduisons de (2.5.2) que :

pv(r) = ppr(r) + @ Z pr(7) (2.16)

Dans cette équation, le premier terme est indépendant de V;. Donc, la modification du ce sommet
entraine la mise & jour seulement des tétraédres 7;. A l'itération k, la projection du polyédre P
s’écrit :
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Vs

Extraction

— Vz
Va

Vo

Vz

V2
V3

w

F1G. 2.2 — Extraction du mini polyédre contenant Vi, W est le sommet fictif et décomposition en
tétraedres

Polyédre
P

mini-polyédre

P _| Décomposition | _ Py =U"T;
1

Extraction =

F1G. 2.3 — Extraction du mini polyédre contenant V;

Pour la mise a jour des projections, il suffit de remettre en question que le mini-polyédre
contenant le sommet modifié et ses voisins, ce qui réduit nettement la charge de calcul et rend la
procédure de mise a jour facile & implémenter.

2.6 Calcul du gradient du critére

Le calcul du gradient du critére V.7 dépend directement du calcul des mise & jour des projec-
tions des sommets de mP. On sait que V J (V) = [0F/ OV;......0T | dV,]*, par conséquent pour
calculer le gradient revient & calculer les dérivées partielles du critére par rapport a V;. Rappelons
que le critére a optimiser est :

JV) = KV) + XxQV)
Donc,
J(V) JoV; = OK(V) JoV;+ X 9QUV)/dV;

1. Calcul de 0K(V') /0V; :
On rapelle que :

Ta,Ty

KV) = lld = AV = 32 5 (s — AV’ (2.18)

k=1 14,j=1

oud, = {d .} est la k"™ image radiographique de dimensions 7, 7.
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Al(V) est la projection des sommets V' suivant la "¢ projection.
M est le nombre de projections.

La dérivée partielle de (V') par rapport au sommet V; ,par exemple,s’écrit alors :

Ta,Ty

=2 Z D 0AE(V) /o (df — Al(V)) (2.19)

k=1 1%,j=1

Si on considére une seule projection et une seule position (4, j), en se réféerant a I'équation(2.17)
alors
OAL(V) [0V = € DAL (PL)/OVi = e OAL(T:)/0V; (2.20)

Donc, I'expression(2.19) devient alors :

(V) =26 Y Y Y 0A5(T) /oW (dfy — AK(V)) (2.21)

k=1 r=1 d,j=1

pour résumer, le calcul de la dérivée partielle de (V') revient a remettre a jour seulment la
projection du mini-polyédre contenant le sommets modifiés et ses voisins.

2. Calcul 9Q(V) /oV; :
Le calcul des dérivées partielles de (V') est relativement simple car il s’exprime de fagon
analytique. On rapelle que I'expression du terme de régularisation est :

i cos A; (V))z

Et dont la dérivée partielle s’écrit :

V) /oV; = QZacos V)/2)/0V; (1 + cos(4;(V)/2)) (2.22)

= Z V)/8V; sin(4;(V)/2) (1 + cos(4;(V)/2))  (2.23)

Ainsi, le calcul de cette drivée partielle se résume au calcul de la dérivée partielle de ’angle
solide A4,(V).

2.7 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre le modéle polyédrique, les techniques d’optimisation ainsi que la
méthodes de calcul des projections et leur mise & jour qui est nécessaire pour le calcul du gradient
du critére, et ceci était dans le cas de monorésolution. Cette approche a pour principe de fixer
le nombre de sommets de 1'objet P. On constate que les performances des résultats dépendent
nettement du nombre de sommets qu’on fixe au départ (cf chapitre result). Pour surmonter cette
difficulté, nous proposons ’approche multirésoltuion qui sera bien détaillée dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Approche multirésolution

3.1 Introduction

On a vu que la difficulté de la reconstruction en 3D en monorésolution, hormis celle des auto-
intersections, est le choix du nombre des sommets du polyédre. Ce nombre dépend de la complexité
de la forme & reconstruire. On propose donc comme amélioration I'approche multirésolution qui
prend en considération ce probléme.

Cette approche consiste & augmenter progressivement le nombre des sommets du polyédre. A
chaque niveau de résolution, nous utilisons I'estimation obtenue dans le niveau précédent comme
initialisation. Soit P(®) = (V) I'initialisation du premier niveau. A chaque niveau de résolution
r, le polyédre P = (V")) est évalué a partir de la derniére estimation P"=1) = (V=) en
optimisant le critére :

JOWV) = [lp - AVO)? + 2D Qv®) (3.1)

Le passage d’un niveau de résolution a un autre implique le réglage d’un certain nombre de
paramétres a savoir le nombre de sommets a ajouter, leur emplacement et le choix de 'hyperpa-
ramétre A") pour chaque niveau. Pour cette étude, nous allons nous intéresser plus aux problémes
de 'ajout des sommets qui vont étre détaillés par la suite. Pour plus de clarté, on commencera
par présenter le principe et les résultats de cette approche dans le cas 2D. On passera par la suite
a son extension dans le cas 3D.

3.2 La multirésolution en 2D

Pour le cas 2D, le principe de la multirésolution consiste & commencer par N sommets comme
initialisation et qui est en générale faible. Ensuite & chaque niveau de résolution r, on ajoute un
sommet au milieu de chaque aréte (V},V,,1) du polygone P (figure (3.1)). Donc, toutes les arétes
seront divisées en deux et le polygone manipulé au niveau r aura approximativement 27! x N
sommets.

24
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V2

V3
V1

Vs

Va
v

Ve

O Les sommets du niveau (r — 1) [J Les sommets ajoutés au niveau

Fi1G. 3.1 — Insertion des sommets aux milieux des arétes

Pour illustrer I’approche multirésolution dans le cas 2D, on présente, en premier lieu, par la
figure (3.2) la reconstruction du polyédre P en monorésolution. Cette reconstruction est initialisée
par une ellipse de 40 sommets [23].

F1G. 3.2 — Reconstruction en monorésolution : a) Objet original, b) les données simulées & RSB=
20 dB, c)trois polygones : lellipse d’initialisation de 1’algorithme, discrétisée avec 40 sommets. Le
polygone en gras est celui reconstruit apres 50 itérations. Et le polygone originale est représenté
aussi pour la comparaison

Les résultats de la méthode de multirésolution sont illustrés par la figure (3.3). Pour cette
exemple, [23] ont choisi 4 niveaux de résolution. Le nombre de sommets initiales est N =5 et on
arrive a la fin avec N = 40 sommets. Pour chaque niveau 10 itérations sont exécutées.
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r—3 r=4

F1G. 3.3 — Solution initiale et les reconstruction en multirésolution pour 4 niveaux de résolutions

On remarque bien a travers ces deux exemples (3.2, 3.3), 'amélioration qu’apporte ’approche
multirésolution ou le choix du nombre initiale des sommets n’est pas primordial sur la qualité de
la solution finale, alors qu’il I’est pour I’approche monorésolution dont le résultat n’est pas aussi
bien a cause du blocage de la solution dans un minimum local. parlons maintenant de la charge de
calcul, pour ’approche monorésolution, on a effectué 50 itérations et pour chacune d’elles N = 40
sommets sont traités, Contrairement & ’approche multirésolution ot on a eefectué 4 niveaux de
résolution avec 10 itérations chacun, mais le nombre de sommets traités & chaque niveau est
nettement inférieur & N, et ce n’est qu’au dernier niveau que les N sommets seront traités. Cette
comparaison nous permet de dire aue la chage de calcul de ’approche multirésolution est bien
inférieure a celle de 'approche monorésolution.

3.3 Approche multirésolution en 3D

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié ’approche multirésolution dans le cas 2D,
nous avons présenté son principe et quelques résultats montrant les performances de cette ap-
proche. Dans celui ci, nous allons présenter I’extension de cette approche dans le cas 3D.

le principe de la multirésolution est semblable & celui ds le cas 2D. En effet, on part de
PO = (YO F®) comme données initiales. A chaque niveau de résoluton r, le nombre de som-
mets augmente selon un certain alogorithme (qu’on va détailler par la suite), et il faut estimer
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P = (Y1), F)) en considérant les données du niveau précedent P~ = (V=1 F-1) comme
initialisation ?7.

Niveau de résolution Niveau de résolution
(r—1) (r)
Opimisation Opimisation
p(r-1) p(r)

Etape d’ajout de sommets

F1G. 3.4 — Principe de la multirésolution

A chaque niveau de résolution r, on utilise les méme algorithmes de ’approche monorésolution,
déja décrits dans le chapitre précédent a savoir les techniques d’optimisation, le calcul du citére
et son gradient. Donc le critére a optimiser reste le méme et il s’écrit en se référant a(2.11) :

JOW) = k(WD) + A0 (vM) (3.2)

La difficulté majeure de cette approche se résume essentiellement au module de I’ajout des som-
mets. Cette étape est un peu difficile car il faut respecter la contrainte d’avoir toujours une forme
non dégénérée. Offenser cette contrainte a pour conséquence de permettre les auto-intersections(
définis dans (2.4)) qui empéchent 1’étape d’optimisation d’arriver a terme de la solution finiale.
Les deux grandes questions auquelles on va essayer de répondre durant ce paragraphe sont ou et
combien faut-il ajouter les sommets en gardant une forme cohérente de I'objet P 7

3.3.1 Différentes méthodes de triangulation

Pour répondre a la question ou faut-il ajouter des sommets, nous avons fait des recherches dans
la litérature. Alors nous avons trouvé quelques méthodes qui permettent d’avoir une triangulation
réguliére.

Méthode de Delaunay [2]

Une méthode qui peut étre intéressante pour traiter notre probléme. Nous présentons ici des
bréves définitions de la triangulation de Delaunay :
e Etant donné un ensemble de points, la triangulation de Delaunay est un ensemble de lignes
connectant chaque point & ses voisins naturels.
e Pour un ensemble de sommets A, la triangulation de Delaunay[14] est une triangulation de
telle sorte que pour chaque cercle circonscrit a un triangle formé par trois sommets de A,
alors aucun autre sommet de A n’est a I'intérieur de ce cercle(3.5).

Plusieurs travaux ont été réalisés en se basant sur la triangulation de Delaunay :[13][5][14].
Pour notre probléme, nous avons pensé s’insprirer de cette méthode aussi de la maniére suivante :
a chaque niveau de résolution, on ajoute des sommets a ’objet, et partant de ce nouvel ensemble
de sommets, on refait la triangulation de la surface de polyédre en utilisant le principe de la
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F1G. 3.5 — Triangulation de Delaunay

triangulation de Delaunay. Cependant, dans les travaux déja cités, la triangulation de Delaunay
a été utilisée pour décomposer une surface plane en un ensemble de triangles de telle sorte qu’on
ne trouve pas de chevauchement entre les arétes des triangles.

Dans|2], ils ont utilisés la triangulation de Delaunay das le cas 3D, leur but est de construire
des polyédres convexes, ce qui n’est pas notre cas oul les formes qu’on est amené & reconstruire
sont généralement complexes.

Méthode Lachaud

Lachaud dans [12] a proposé un modéle qui adapte sa topologie a la géométrie de ses sommets
a chaque étape sans I'intervention d’un utilisateur et sans aucune grille incluse dans I'image. Cette
méthode est basée sur des contraintes géométriques appliquées sur les sommets du modeéle.

Avant d’étudier ces contraintes, nous allons définir quelques notations nécessaires a leur com-
préhension par la suite :

— Soient V et F respectivement ’ensemble de sommets et de facettes triangulaires de ’objet

P.
— Pour un sommet v € V, on note v(v) ’ensemble des voisins de v et v les coordonnées de v
Les contraintes définies dans[12] pour la triangulation sont :

V(u,v) € VxV/vev(u), § < |[lu — v (3.3)
V(u,v) € VxV/vev(u), |lu— v| <256 (3.4)
E

V(u,v) € VXV /véuv(u), 0 < |[lu — v (3.5)

V3

Les contraintes (3.3) et (3.4) expriment les bornes inférieure et supérieure de la longueur de
l’aréte. Elles obligent la surface triangulaire a rester relativement réguliére. Et si la contrainte (3.5)
n’est pas vérifiée pour un couple de voisins ¢a signifie qu’il y a une collision entre deux parties
distinctes de la surface du polyédre. Cette contrainte peut étre utilisée pour vérifier I’existence des
auto-intersections.

3.3.2 Meéthode proposée

Nous n’allons pas nous intéresser actuellement & la méthode de Delaunay vu les difficultés
qu’elle présnte dans le cas 3D. Par contre nous allons adopter une autre stratégie inspirée des
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travaux de Lachaud (??) pour essayer de garder au mieux une forme compact et homogéme de P.
Cette stratégie se divise en trois parties qui vont étre détaillées dans ce qui suit.

— Conbien de sommets ajouter ?

— Ou les ajouter?

— Simplifications pour avoir un objet homogéne.

Combien de sommets ajouter ?

Pour un premier temps, nous avons pensé a diviser les triangles de grandes surfaces, c’est a
dire, & ajouter des sommets dans les triangles dont la surface est supérieure & un certain seuil
Sm. Supposons qu’on est au niveau de résoltuion r, ’algorithme consiste, comme est montré au
tableau (3.1), a calculer les aires du triangles de F") et choisir par la suite les triangles dont I’aire
est supérieure a S, qui n’est autre que la moyenne des surfaces.

/* Sélection des triangles*/

Pouri=1,...,m, /* m : nombre de triangles*/
Calcul des aires des triangles.

Calcul de la moyenne des aires = S,,.

Sélectionner les triangles : Sélection= triangles

dont I'aire > « S,,.

Fin Pour.

TAB. 3.1 — Méthode de détermination de lieu d’ajout des sommets

Cette étape nous permettra de choisir approximativement le nombre de sommets a ajouter
selon le choix de « défini dans (3.1), on utilisera ce paramétre pour ajuster la solution (cf ?7?).

Ou faut-il les ajouter ?

Il faut mentionner ici que durant toutes les étapes de la reconstruction que ce soit en mono ou
en multirésolution, les données traitées V et F sont toujours sauvegardées sous la forme indiquée
dans le tableau (3.2).
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/* Sauvegarde de V et Fx*/
n :nombre de sommets.

T1 Y1 21-

m :nombre de triangles.
Vi Vi V.

TAB. 3.2 — Sauvegarde de la liste des sommets et des triangles

Par conséquent, chaque ajout de sommet implique une mise a jour de la liste des sommets et
de la liste des triangles. Ce qui constitue parmi d’autres une contrainte pour I’emplacement des
sommets. Pour placer les nouveaux sommets, nous avons pensé a deux stratégies :

1. La premiére stratégie consiste a placer les sommets au centre de gravité des triangles
séléctionnés selon l’algorithme du (3.3). Ainsi, le triangle en question sera divisé en trois
autres, ce processus est décrit par la figure(3.6).

A A

’/C B C

F1G. 3.6 — Insertion de sommet. Triangle a) est divisé en trois triangles b) qui se partagent un
sommet commun, le centre de gravité G

Un sommet ajouté implique 'ajout d’un élément dans la liste des sommets et le remplacement
d’un triangle par trois autres dans la liste des triangles comme est décrit dans (3.3). Le
résultat de cette méthode est illustré par la figure (3.7).
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/*Ajout de sommetx*/
Pour i =1,...,q, /* q : nombre de triangles séléctionés™*/
/*Soit le triangle (ABC)*/

Calcul des coordonnées du centre de gravité G.
Ajouter les coordonnées de G a la liste des sommets V.
Composer les nouveaux triangles : (ABG), (AGC) et (BCG).
Ajouter ces triangles a la liste des triangles F.

Fin Pour.

TAB. 3.3 — Méthode d’ajout des sommets et de mise & jour des listes de sommets et de triangles

a) b)

F1G. 3.7 — Insertion de sommets. b) Insertion de sommets au polyédre a)

Mais, I'utilisation de cette stratégie s’avére inéfficace. Ceci est di & ’approximité du som-
met ajouté aux autres sommets du polyédre qui a pour conséquence de générer les auto-
intersections.

2. La deuxiéme stratégie consiste 4 ajouter un sommet au milieu de la plus grande aréte
des triangles séléctionnés. Par conséquent, il y aura quatre triangles ajoutés a la liste comme
est montré 4 la figure (3.8), et selon 'algorithme décrit dans le tableau (3.4)
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D S >

~ C ' —~C

a) b)

F1G. 3.8 — b) Insertion de sommets au polyédre a)

/*Ajout de sommet*/
Pour i =1,...,q, /* q : nombre de triangles séléctionés™/
/*Soit le triangle (ABC)*/
Recherhce de I’aréte la plus grande du triangle.
Calcul des coordonnées de son centre G.
Ajouter les coordonnées de G a la liste des sommets V.
Composer les 4 nouveaux triangles
(ABG), (BCG), (AGD) et (GCD).
Ajouter ces triangles a la liste des triangles F.
Fin Pour.

TAB. 3.4 — Méthode d’ajout des sommets et de mise & jour des listes de sommets et de triangles

C’est cette stratégie qui est adapté dans cette étude, elle permet d’éviter que les sommets
soient trop proche. De plus, dans ’algorithm, chaque triangle est divisié une seule fois em-
péchant ainsi le probléme de I'approximité des sommets.

Simplification de la triangulation

Cette étape suit celle de I’ajout de sommets, elle permet de vérifier la topologie de la forme,
c’est & dire vérifier si les sommets sont répartis d’une facon uniforme sur la surface du polyédre.
La méthédologie de cette étape est inspiré de la méthode de Lachaud décrite dans le paragraphe
(3.3.1). Nous allons essayer d’appliquer les deux premiéres contraintes définies dans (3.3 et 3.4).
Mais, nous allons laisser 1'application de la troisiéme contrainte (3.5) pour un travail ultérieur
vu la complexité de sa vérification. Rappelons maintenant les deux contraintes que nous allons
appliquer :

Contrainte 1 :

V(u,v) € VXV /vev(u), § < |[lu — v

Contrainte 2 :

V(u,v) € VXV /vevu), |lu— v <256

Dans le cas de violation des ces deux contraintes, un ensemble de transformations classiques
de création, inversion et suppression sont appliquées [12]. L’algorithme de cette étape est décrit
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F1G. 3.9 — Insertion de sommets. b) Insertion de sommets au polyédre a)

dans le tableau (3.5), pour chaque contrainte non satistfaite, une transformation est appliquée.
Les algorithmes de ces transformations, fusion, inversion ou création, seront détaillées par la suite.

/* Parcours des sommets */

Pour i =1,...,n, /* n : nombre de sommets du polyédre*/
/* Parcours des voisins du sommet w; */
Pour j =1,...,nb, /* nb : nombre de voisins du sommet i*/

Calcul des distances dist = v;u, /* u voisin de v;*/.
Si dist < 6 /* Contraintel non satisfaite */
fusionner les sommets v; et u .
Si2.5 § < dist /* Contrainte2 non satisfaite */
Inverser ou créer des sommets .
.Sinon ne rien faire
Fin Pour i.
Fin Pour j.
Mise a jour de la liste des sommets.
Mise a jour de la liste des triangles.

TAB. 3.5 — Algorithme de la simplification de la triangulation
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— Fusion des sommets : Cette contrainte nous permet de vérifier si deux sommets voisins sont
trés proches ou non. le non respect de celle ci peut causer un probléme lors de I’optimisation
en générant des auto-intersections comme est montré a la figure(3.10).

Aprés optimisation “

a) b)

F1G. 3.10 — Probléme d’auto-intersection : a) polyédre avant 'optimisation. b) Déplacement des
sommets lors de I’étape de I'optimisation : intersection des arétes

Pour rémédier a ce probléme, il faut procéder par une transformation qui consiste a fusionner
ces deux voisins qui sont proches en un seul, ce qui a pour conséquence la suppression de
quelques triangles. Ce procédé est bien expliqué a la figure (3.11).

a) b)

F1G. 3.11 — Fusion des sommets : a) Sommets u et v sont trés proches. b) Fusion de ces deux
sommets et suppression des triangles (1) et (2)
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— Inversion ou création de sommets : Cette contrainte permet d’éviter d”avoir des triangles
trop étirés. Le principe de cette transformation est résumé a la figure (3.12). On procéde
soit par une inversion des triangles soit par une création d’un nouveau sommet.

%

F1G. 3.12 — Inversion et création de sommets : a) Sommets u et v sont trés éloignés et changement
de la topologie de la surface. b) Création d’un sommet supplémentaire. ¢) Inversion de I'aréte uv

Toutes les transformations décrites ci-dessus ont été développées et appliquées sur la triangu-
lation de l'objet P. Les résultats de ces algorithmes sont illustrés dans le chapitre (4.6).

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre I’approche multirésolution dans le cas 2D et ainsi que
dans le cas 3D en montrant la difficulté de ’extension. Nous avons étudié également les problémes
qui se posent a ’achévement de ’étape d’optimisation. Les algorithmes décrits ont été testés et les
résultats montrant les améliorations apportées par 'approche multirésolution, a savoir la qualité
de la solution et la charge de calcul, sont montrés dans le dernier chapitre.



Chapitre 4

Simulations

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'illustration des performances de ’approche multirésolution pré-
sentée au chapitre (3.4). Dans un but de comparaison, nous commengons par présenter quelques
résultats de I’approche monorésolution. Ensuite, nous présentons ceux de ’approche multirésolu-
tion. Avant de procéder a ces simulations, nous décrivons briévement le jeu de données en 3D sur
lequel nous évaluons les résultats.

4.2 Nature des données

Les données que nous allons traiter dans ce projet sont simulées sous certaines conditions.
Nous considérons des objets inclus dans un cube (0,1)? tels que représentés a la figure (4.1). Neuf
projections paralléles et bruitées sont simulées sur le méme plan z = 1.5, suivant les angles décrits,
de coordonnées sphériques, dans le tableau (4.1). Ces projections sont calculés selon le procédé
décrit au chapitre (1.6).

1 1 2 3 4 3 6 7 8 19
0; |m/4|3n/4| —m/4|bn/4| —m/2|w/2| O | 7
vil o | ¢ | ¢ | ¢ | /4 |7/4|7/4|7[4]0

e}

TAB. 4.1 — Données 3D. Valeurs des coordonnées sphériques des vecteurs dirigeant les 9 projections
(¢ = arccos(v/3/3)). Le dernier est dirigé suivant z.

Chaque projection est une image de taille 64 x 64 et tous les angles ¢; sont telsque |¢;| < 7/4.
Notons aussi que les objets que nous traitons sont des objets non convexes et présentent des
irrégularités spatiales. Par conséquent, la modélisation de ces objets nécessite un grand nombre
de sommets.

36
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F1G. 4.1 — Données synthétiques 3D. (a) Représentation de I’objet. (b) Représentation de 1’objet
en vue de dessus. (¢) Représentation des neufs projections a un RSB = 20dB.

4.3 Mesure de la qualité de reconstruction

Pour mesurer la qualité de la solution reconstruite, nous nous sommes basés sur deux para-

meétres :

— La charge de calcul (en temps CPU).

— La distance entre 1’objet réel et ’objet reconstruit, ainsi que celle entre leur projections.
Calculer cette distance entre les objets revient a discrétiser le cube contanant ’objet en
voxels, ensuite comparer ces deux cubes voxel par voxel en calculant la distance selon la
régle suivante :

K1 K1
D1 = Z |a?jk — agl/ Z |a?jk | (4.1)
iy k=1 i, k=1
ol agy, le voxel de coordonnées (i,j,k) du cube contenant I'objet réel.

a;; le voxel de coordonnées (i,j,k) du cube contenant 1’objet reconstruit.

Le calcul de la distance entre les projections est plus facile, il suffit de faire la différence
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entre les pixels des images de projections. Donc cette distance s’écrit :

K1 m K1 m
D2 = Z Z |p?jk — pijkl/ Z Z |pgjk| (4.2)

ij=1 k=1 ij=1 k=1

ou m est le nombre de projections.
p?jk le pixel de coordonnées (i,j) de la k™ projection de I'objet réel.
pijk le pixel de coordonnées (i,j) de la k™ projection de I’objet reconstruit.

4.4 Approche monorésolution en 3D

Nous illustrons ici les résultats de la reconstruction de 'objet de la figure (4.1) en utilisant 1’ap-
proche monorésolution. Pour cette approche, les résultats dépendent nettement de I’initialisation
[22].

On initialise le probléme de reconstruction par une ellipse de 59 sommets et 114 triangles (4.2).
Les données utilisées sont les neuf projections suivant les directions décrites au tableau (4.1) et
avec un RSB = 20dB. Les résultats sont présentés a la figure 4.3.

(a) (b)

F1G. 4.2 — Initialisation par une ellipsoide. a) Objet d’initialisation avec 59 sommets et 114 tri-
angles. b) Ses projections.

Nous remarquons que a partir d’un certain nombre d’itérations, le critére J ne diminue plus,
c’est a dire que la solution est saturée et elle ne peut plus étre améliorée pour ce cas la.
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(©)

F1G. 4.3 — Reconstruction en monorésolution en 100itérations, CPU=750, D1=0.3 et D2=0.1. a)
Objet reconstruit.b) Objet vu de dessus. ¢)Ses projections

4.5 Approche multirésolution en 3D

Pour ces simulations, nous utilisons les données simulées et décrites au paragraphe (4.2), c’est
a dire neuf projections de I’objet suivant les directions du la tableau (4.1). Pour ce probléme, nous
initialisons par une ellipsoide dont les paramétres sont déterminés par la méthode des moments,
cette initialisation et ses projections sont présentées a la figure (4.4), les sommets dans ce cas
sont réduits et ils sont de ’ordre de 29 sommets et 54 triangles.

L’objet que nous traitons est illustré par la figure (4.1), cet objet contient 226 sommets et
448 triangles. Pour la reconstruction en approche multirésolution, nous avons adopté la technique
d’optimisation & savoir la modification globale de I’ensemble des sommets (2.4).

Nous présentons 1’évolution de reconstruction de I'objet P & travers les niveaux de résolution
(4.5), ainsi que leurs projections (?7?). Pour cet exemple, le résultat est obtenu pour 4 niveaux
de résolution avec 20 itérations pour chaque niveau et en initialisant le probléme par I’ellipsoide
contenant 29 sommets et 54 triangles (4.4).

Pour contréler la qualité de cette reconstruction, on se référe aux deux paramétres définis au
paragraphe (4.3) :
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(a) (b)

F1G. 4.4 — Initialisation de la reconstruction. a)Ellipsoide de 29 sommets et de 54 triangles. b)
projections de cette ellipsoide.

— Le cout de calcul de cette opération est calculé en temps CPU, pour les résultats de la figure
(4.5), tempsC PU = 419.

— Pour le calcul des distances, on représente le résultat sous forme d’un graphe la distance en
fonction des niveaux de résolution (4.7) et (4.8). On remarque bien que la distance soit entre
les objets soit entre les projections est une fonction décroissante au fur et & mesure que le
niveau de résolution augmente. Au bout de cette simulation, nous arrivons a un pourcentage
a peu pres de D1 = 0.34 pour les objets et de D2 = 0.34 pour les projections

La solution retrouvée dépend du nombre de niveaux de résolution ainsi que du choix de I’hy-

perparameétre pour chaque niveau. Nous pensons que cette approche de multirésolution permet de
réduire la charge de calcul. Dans le sens ol on initialise le probléme avec un nombre faible de som-
mets ce qui permet de gagner du temps dans les premiers niveaux de résolution. Ces objectifs ne
sont pas tout a fait atteinte, il reste encore des améliorations & introduire pour affiner le résultat.

4.6 Conclusion

Ce chapitre a permis d’illustrer sur un jeu de données simulées les résultats de ’approche
multirésolution dans le cas 3D. Nous avons présenté en premier lieu, les résulats de I'approche
monorésolution dans le but de pouvoir instorer une comparaison avec ceux de ’approche multiré-
solution permettant ainsi de mettre en relief les avantages qu’apportent cette approche point de
vue charge de calcul et qualité de la solution.
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a) b)

F1G. 4.5 — Résultats de ’approche multirésolution : a) I’évolution des objets a travers les niveaux
de résolution. b)leurs projections. (1)Résultat de la 1" niveau de résolution . (2) 2™¢ niveau avec
45 sommets et 86 triangles. (3)3me niveau avec 71 sommets et 138 triangles. (4)4me niveau avec
91 sommets et 178 triangles
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F1G. 4.6 — Résultat final aprés 4 niveaux de résolution, CPU=419, D1=0.14 et D2=0.2. a) Objet
reconstruit. b) Objet vue de dessus.

Objet réel — Objet reconstruit

D1 =

F1G. 4.7

Projections du réel — Projections du reconstruit

D2 =

F1G. 4.8 — Distance entre les projections D2 (4.2)

Niveaux de résolution

— Distance entre les objets D1 (4.1)

Niveaux de résolution



Conclusion

Le but de ce travail a été d’appliquer les techniques qui ont été développées pour résoudre le
probléme de reconstruction tomographique en monorésolution [?], pour arriver & concevoir une
extension en multirésolution. Dans un premier temps, nous avons présenté les différentes étapes
de la reconstruction en monorésolution & savoir la modélisation polyédrique de 1'objet P, les
techniques d’optimisation adoptées : minimisation du critére J (V') o V sont les sommets de P.
Nous avons décrit également les outils nécessaires pour le calcul de J (V') et son gradient VJ (V) :
le calcul direct des projections de P ainsi que leur mise a jour.

Notre contribution porte sur ’amélioration de ’approche monorésolution en introduisant la
multirésolution qui consiste a reconstruire successivement les polyédres & nombre croissant de
sommets, ainsi que les modules nécessaires au passage d’un niveau a un autre. La mise en oeuvre
ce cette approche s’aveére un peu difficile. En effet, rendre la topologie du polyédre variante a
chaque niveau de résolution rend 1’étape d’optimisation plus compliquée a gérer. Nous avons réalisé
durant ce stage une premiére tentative pour améliorer la solution. Cependant, il reste encore des
améliorations & introduire pour avoir un meilleur résultat de la reconstruction.

Les perspectives que nous pouvons dégager & ce sujet sont :

— Introduire un nouveau modéle d’initialisation qui soit plus proche de I’envellope convexe de

I’objet a reconstruire.

— Utiliser le prinipe e la triangulation de Delaunay pour refaire la tringulation a chaque niveau

de résolution pour éviter le probléme des auto-intersections.

— Estimer les hyperparamétres A & chaque niveau de résolution.
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Résumé :

Nous considérons un probléme rencontré dans les applications du contréle non
destructif qui est la reconstruction tomographique en 3D d’un objet compact a partir
d’un nombre faible de projections. Nous modélisons la surface de cet objet par un
polyédre P dont les sommets seront estimés a partir des données. Cette estimation
est faite dans le cadre d’une approche bayésienne : estimation au sens du maximum a
posterior: avec une modélisation a priori markovienne des positions des sommets du po-
lyédre. Pour réduire le cout de ’optimisation du critére, une approche multirésolution
est proposée dans laquelle le nombre de sommets de P augemente progrssivement a
travers les niveaux de résolution. L’algorithme est initialisé par un polyédre convexe
avec un nombre faible de sommets. Pour chaque niveau, le critére est optimisé en
utilisant la solution du niveau précédent comme initialisation.

Mots clés : Reconstruction tomographique en 3D, forme polyédrique, approche mul-
tirésolution.

Abstract :

We consider the tomographic reconstruction of 3D compact objet from a few
number of projections, a problem encountered in non destructive testing applica-
tions. We model the shape of the object by a deformable polyhedron whose vertices
are estimated directly from data. This estimation is done through a bayesian ap-
proach : maximum a posteriori (MAP) estimation with a markovian a priori model for
the position of the vertices of the polyhedron. To reduce the computational cost, a
multiresolution approach is proposed, in which the number of vertices increases as
the resolution becomes finer and finer. The problem of reconstruction is initialized
by a convex polyhedral with a few number of vertices. In each level of resolution, the
criteria is optimized using the solution of the previous level as initialisation.

Keywords : Tomographic reconstruction, deformable polyhedron, multiresolution ap-
proach.



