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Chapitre 1

Introduction

Parmi les transformations linéaires, la transformée de Radon (TR) a
une place privilégié dans les problémes de reconstruction tomographique
d’image. En effet, dans ces problémes la relation entre les mesures et 1’ob-
jet, dans une premiére approximation, peut étre modélisée par la TR. Le
probleme de la reconstruction devient alors celui de I’'inversion de la trans-
formée de Radon & partir d’'un nombre fini de projections. L’objectif princi-
pal de ce rapport est d’étudier en détail cette transformation.

1.1 Principe de I'imagerie tomographique

L’objectif de l'imagerie tomographique d’'un objet est de fournir une
image de la structure interne de cet objet, ou plus précisément une pro-
priété particuliere de cette structure, sans étre obligé de le couper ou de
I’endommager d’'une fagon quelconque. Par exemple on veut détecter s’il y
a une non-homogénéité de la matiére & 'intérieur de 1'objet.

En tomographie & rayons X on cherche & déterminer une fonction f(z,y,z)
représentant la distribution spatiale de la densité de la matiere & l’intérieur
de l'objet. En tomographie ultrasonore on cherche & déterminer la distribu-
tion de la vitesse de la propagation des ondes ultrasonores & l'intérieur de
l’objet. En tomographie microondes c’est la distribution de la conductivité
électrique ou de la permittivité complexe, en tomographie & émission de po-
sitrons (TEP) c’est la distribution de la densité des matieres radioactives,
et finalement, en imagerie résonance magnétique nucléaire (RMN), c’est la
distribution de la densité du spin magnétique & I'intérieur de ’objet que I'on
cherche & déterminer.

D’une maniére plus générale, le principe de la tomographie consiste a
faire interagir une onde (par exemple: rayons X, rayons gamma, ultrasons,
micro—ondes, etc.) avec l'objet et & mesurer le résultat de l'interaction de
ces ondes avec l'objet que I'on appellera des projections. Puis on modélise
cette interaction par une relation mathématique, par exemple, sous forme
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d’une équation intégrale reliant une fonction f(z,y,z) représentant la distri-
bution d’une propriété interne de I'objet a ces projections. Le probléeme de
la reconstruction d’image devient alors 'inversion de cette relation.

Onde => | Objet: f(z,y,7) | = Projections

Modélisation directe

Projections = | Méthode d’inversion | = Image: Fl,y,2)

Reconstruction d’image
La transformée de Radon (TR) et sa généralisation nous donnent une
base mathématique pour une large classe de problémes de reconstruction.
En effet, nous verrons aux paragraphes suivants que ’on peut modéliser le
probléme de la tomographie par le schéma suivant:

Objet =—| Interaction avec rayons X |=— Projections

Equation intégrale de

la transformation de Radon — p(r:9)

flzy) =

Ceci veut dire qu’une propriété interne de 'objet (la distribution de la
densité de matiére par exemple) est identifiée ou approchée par une fonction
f(z,y), et que les projections sont identifiées ou approchées par une fonc-
tion p(r,¢) reliée a la fonction f(z,y) par ’équation intégrale de la TR. On
peut alors s’imaginer que la reconstruction d’image consiste & inverser cette
équation intégrale qui est la TR:

p(r,¢) = [Méthode d’inversion de la TR| = flzy)

Reconstruction d’image en tomographie a rayons X

En pratique cependant, les mesures sont discrétes. En particulier les pro-
jections sont obtenues pour les valeures discretes de ¢. C’est alors plus conve-
nable de dire que chaque projection p(r,¢;) nous fournit un échantillonnage
de la TR de la fonction f(z,y). La multiplication des projections obtenues
dans des conditions différentes nous permet de “remplir” progressivement
le domaine de la transformée. Lorsque cette connaissance est suffisante, il
ne reste plus qu’a effectuer une transformation inverse pour récupérer 1’ob-
jet. Mais la connaissance de tous les échantillons n’est malheureusement pas
possible dans une situation réelle et on ne peut mesurer qu’un sous-ensemble
de ces échantillons. Nous verrons que c’est 1a que se situe la difficulté de la
résolution du probléme.
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1.2 Tomographie a rayons X et la transformée de
Radon (TR)

Si un objet de matiére homogene est illuminé par des rayons X et qu’'un
rayon mono—énergétique de faible largeur traverse cet objet, I'intensité du
rayon mesuré a la sortie s’obtient par

I = Iyexp[—pL] (1.1)

ou Iy est I'intensité du rayon a l'entrée, L est la distance parcourue par le
rayon, et u est la constante d’atténuation linéaire de 1’objet qui dépend de
la densité de la matiere et de sa composition nucléaire.

Considérons maintenant une section transversale d’un objet non ho-
mogene perpendiculaire & ’axe 0z, et supposons que les rayons traversent
cette section. En caractérisant 1’objet par la distribution de sa constante
d’atténuation linéaire p qui est une fonction continue de deux variables d’es-

pace; p(x,y) = f(2,y); on a alors

Iio = exp [—/Lf(xay) dl] (1.2)

—In (II_O) :/Lf(:c,y) dl (1.3)

ou dl est I’élément de longueur sur le parcours L. Ainsi, si on déplace en
paralléle 'émetteur (source S) et le récepteur (détecteur D) sur une ligne
droite faisant un angle ¢ avec ’axe ox on obtient une projection p(r,) :

ou bien

pird) = [ fle)a (1.4

En se référant aux figures 1.2 et 1.2, on voit que cette équation peut
aussi s’écrire sous la forme

p(r,¢) = //D f(z,y)d(r — zcos d — ysin¢g) dz dy (1.5)

ou encore
f(r,qﬁ) = /f(rcos¢—ssin¢,rsin¢+scos¢) ds (1.6)

Pour des variables continues r et ¢, p(r,$) est, par définition, la trans-
formée de Radon de la fonction f(z,y).

Ainsi on constate que chaque projection définit un échantillonnage de
la TR de la fonction f(z,y). J. Radon [4] a montré l'existence et 1'unicité
de cette transformée et de son inverse pour des fonctions continues et de
supports compacts. Ceci peut étre résumé ainsi:

— Si f(=z,y) est continue et a un support compact, alors p(r,¢) = R{f(z,y)}

est déterminée d’une fagon unique par le résultat de I'intégration sur
toutes les lignes droites L, 4 dans le plan (z,y) € R2, r € R, ¢ € [0,7].
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J

r
Source e, \

NN

<

e Détecteur

projection p(r,¢)

Fic. 1.1 — Tomographie a rayons X

— La connaissance de p(r,$) en tout point 7 € R et ¢ € [0,7] permet de
déterminer d’une fagon unique la fonction f(z,y)
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Ay

T xr

® Détecteur

p(r,9)

F1G. 1.2 — Notations utilisées pour la définition de la projection p(r,$) d’une
fonction f(x,y)

1.3 Transformée de Radon (TR) et transformée de
Fourier (TF)

Il existe une relation fondamentale entre la TR et la TF d’une fonction.
C’est cette relation qui a permis le développement de différentes méthodes de
reconstruction tomographiques. Avant de développer cette relation, nous al-
lons nous familiariser avec les notations utilisées et, pour faciliter la compréhension,
nous donnons ces relations pour une fonction scalaire dans un espace & deux
dimensions (2-D). La généralisation dans un espace a 3-D s’en déduit faci-
lement.

Soient (z,y) les coordonnées cartésiennes d’un point dans un espace &
2-D, f(z,y) une fonction continue et & support compact des deux variables
d’espace x et y, et L, 4 un ensemble de lignes droites paralleles dans ce plan
définies par r = z cos ¢ + ysin¢. On définit alors la transformée de Radon
de f, notée f , par

foo)= [ fawar=[ focostpsino)a (L.7)
¢

Ly

ou dl est un élément de longueur sur chacune de ces lignes droites L, 4 .
7.8 = [ Frgyexpl=jor] ar (1.8

Fosw) = [ femyexpl—ilwa+w,p] dody (1)
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fa) = () ] Fmisn)exp Lhitora + ) diedis, (120

~
~ ~

flwzwy) = f(Q,4) pour wy; =Qcos¢ et w, =Nsing (1.11)

dwy

f(wwa

aV

p(’/‘,gﬁ)fFT*ﬁ(Q,gﬁ)

Fi1c. 1.3 — Théoréme de Projection : Relation entre la TF 1-D de la projection
p(r,¢) et la TF 2-D de f(z,y)

f(zy) g\

fQ f(wﬂuwy) = I/)\(Qa(ﬁ) -7:1
* w, =Qcoso
wy = Qsin¢g

Fi1G. 1.4 — Relation entre la TR et TF

1.4 Exemples d’applications
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Chapitre 2

Définition de la transformée
de Radon (TR)

Dans ce chapitre, d’abord la transformée de Radon (TR) est définie pour
les fonctions & deux variables (f : R? — R), puis & trois variables (f : R? —
R) et, finalement, pour le cas général de n variables (f : R® — R). Les
fonctions que 1’on considére ici appartienent soit a la famille des fonctions
C® & décroissances rapides ou a supports compacts. Cette restriction nous
permet plus facilement étudier les propriétés de la TR. L’objectif de ce
chapitre est donc de fournir les différentes formes de la définition de la TR et
de calculer d’une maniére explicite la TR d’un certain nombre de fonctions
usuelles.

2.1 TR d’une fonction a deux variables

Soient (z,y) les coordonnées cartésiennes d’un point dans un espace a
2-D, f(z,y) une fonction continue & support compact et L, 4 un ensemble
de lignes droites dans ce plan défini par r = z cos ¢ + y sin ¢. En se référant

a la figure 2.1, la transformée de Radon de f(z,y), notée f(r,¢), est définie
par la relation suivante:

f(r,qﬁ) = /L flzy)dl = //f(w,y)(i(r —zcos¢p —ysing)drdy (2.1)
"

ou dl est un élément de longueur sur chacune de ces lignes droites L, 4.

En effectuant différents changements de variables, on peut obtenir d’autre
expressions pour f Par exemple, en effectuant les changements de variables
x = pcosh, et y = psinf pour les coordonnées polaires (p,f), on obtient :

foor= [ [T 10856 - peosts - ) pdpas (22)
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Si on définit les vecteurs unitaires & = [cos ¢, sin ¢]* et &€~ = [— sin ¢, cos @]’
et le vecteur de position = [:v,y]t, on peut vérifier facilement que 'on a

r =& =1xcos¢d+ysing (2.3)

et que 'on peut alors écrire

o= fepardy= [ fe)i-g)dray (04

ou encore

[0:6) = [ @ de= [ j@i0 —gayaz (29

Notons que le vecteur unitaire & ou I’angle ¢ définissent la direction des
lignes sur lesquelles 'intégration s’effectue. Cette derniére notation facilite
son extension & 3—-D. Désormais nous utiliserons indifféremment ces nota-
tions.

F1a. 2.1 — Notations utilisées pour la définition de la transformée de Radon
en 2-D

Deux autres relations plus explicites sont les suivantes:

Flrg) = / F(rcosd— ssind,rsin g+ s cos ¢) ds (2.6)

too /r—ssing X
|cos¢|/ ( pr ,)ds sicos¢ #0

f(T, )= +°° 7 — 8COS ¢ ..

2.7)
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2.2 TR d’une fonction a trois variables

f(z,y,2)

HV

F1G. 2.2 — Notations utilisées pour la définition de la transformée de Radon
en 3-D

La généralisation de la TR & 3-D est obtenue simplement en définissant
le vecteur de position & = [z,y,2]" et un vecteur unitaire & = [£;,60,63]"
avec |€| = 1 qui définit une direction dans lespace (figure 2.2), ainsi que
de = dzdydz. On a ainsi r = €'x = &1z + &y + €32 et on a

f08=[ o f@ie=[1@ir-gade (9

On note qu’ici r = ¢'x définit une surface plane perpendiculaire & £ et
I’intégration s’effectue sur un plan perpendiculaire au vecteur unitaire &.

Utilisant les coordonnées sphérique et notant & = [£1,€2,£3] = [sin 6 cos ¢, sin 6 sin @, cos 0]
on obtient la relation explicite suivante:

f(r,€) =// f(z,y,2) 6(r—zsinfcos p—ysinfsinp—zcosf) drdydz (2.9)

2.3 TR d’une fonction a n variables

En définissant

T = [a:l,...,a:n]t,

E=16,....&) avec  |¢[=1,

de = dz1dxy - - - dzp,
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et
r=_¢x=¢&x + Exo + -+ Enan,

on généralise facilement la, TR & une fonction de n variables par:

Fr&) = [, f@) 80— ') da (210)

2.4 Quelques exemples
Exemple 1:
f(@y) = exp [~(a* +y?)]
On peut calculer sa TR de la maniére suivante:
7 = [[exp [~ + )] 8 - 13— &2y doay

En effectuant le changement de variables suivant :

()= &) ()

on obtient :
Fo= /exp [~ (u? + )] 6(r — u) dudv

= / exp [-v?] / exp [~u?] 3(r — u) dudy

= [ o [ e[ av

— op[-r7] [ e[| dv = vRes -]
don:

R {exp [—(:1:2 + y2)]} = /mexp [—r2]

Exemple 2:

f(@y,2) = exp [~(a® +4* + 27)]

On peut calculer la TR de cette fonction de la méme maniére que dans
I’exemple précédent en effectuant le changement de variables suivant :

U &1 &o &3 T
(’U) = (—5152/(1 0 —5253/Q) (y)
w —&/qg 0 &i/q z
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ot ¢ = /€2 + ¢2 et |€] = 1. Ainsi on obtient facilement le résultat suivant:

R {exp [—(x2 + 1y + 22)} } = T exp [—TQ]
On peut généraliser ce résultat a une fonction a n variables:

R {exp [—(m% +a3 4+ xi)] } = (v/7)" Lexp [—rQ}
Exemple 3:

] 1 o0<z<1, O<y<1
f(z) _{ 0 ailleurs
Pour le calcul de la TR de cette fonction il est plus simple de choisir la
géométrie et la définition de la TR donnée dans ’équation (2.7). On obtient
alors facilement

' # 0<r<sing
sniqﬁcosqﬁ

~ - B sing < r < cos¢
fr¢) = R{f} =9 §?§$+cos¢—r

cos¢p < r < sing + cos ¢

sin ¢ cos ¢

{ ailleurs

Exemple 4:
)1 z? + y2 <1
Flay) = { 0 ailleurs
f(r¢) = /f(rcosqS — ssin¢,rsin ¢ + scos ¢) ds
_ /+V”2 de— ) 2V1i-r2 r<y
Y ) 0 ailleurs

Exemple 5:

2 y?
1 —+&% <1
f($ay) = a’? + b2 <
0 ailleurs

2ab

- e L 2 o

f(ﬁ¢)={ S 1=(r/s)* si r/s<1 , avec 32:a2(zos2¢+1)23in2¢
0

si r/s>1

Exemple 6:
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f(zy) = () (y)
Frg) = o(r) = { 0 20
Exemple 7:

f(zy) =6(z —a)d(y —b)

f(ﬁﬁb):é(r—ro):{ 1 r=acos¢+bsing =g

0 ailleurs

La TR d’une fonction concentrée en un point est une fonction concentrée
sur un cercle. La TR transforme un point dans l'espace (z,y) en un cercle
dans l'espace (r,¢).

Exemple 8:
|1 pPP=2?+y? < R?
Fp0) = { 0 ailleurs
= | 2R?=r)Y2 r <R,
f(rid) = { 0 ailleurs
Exemple 9:
C1=p =2yt
Fp0) = { 0 ailleurs
= a3 =232 r<a,
fr, )_{ 0 ailleurs
Exemple 10:

2 2, ,2 2_ .2 .2
| pPpcosO=(z+y*)r p =2"4+y° <1
1p0) _{ 0 ailleurs

= | 2r/32r? + 1) (1 —r2)Y2c0sp T < 1,
fro) = { 0 ailleurs
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2.5 Résumé du chapitre

— Définition en 2D

fre) = [ sapa

Flrd) = /+°° F(rcosd— ssinrsing + s cos ¢) ds

f(ﬁ(ﬁ) = /027r /Ooo f(p,0)d(r —rcos(¢p — 0))pdpdd

Ford) = [ ea) ot~ 612 — o) azay

— Définition en n-D

f(T,g) =

[ peersehyas

fr&) = [ 1@

§(r — Elx)

fxy) —[TR]— f(r¢)

T exXp Y
yexp |—(z” +y°
z? exp |— z? +y2

Vrexp [—r?]

exp [-71?]

VAT exp [—ﬁ] cos ¢
VAT exp [—rﬂ sin ¢

1

VT (’1“2 cos? ¢ + 3 sin? qS) exp
1

VT (r2 sin? ¢ + 3 cos? ¢> exp

vZ3 (7“2 + %) exp [—7'2]

19

LS [cos2 $sin? ¢ (7‘4 —3r2 4+ Z) +
/7 exp [—(r — acos ¢ — bsin ¢)2]

YT exp [~ (r/s7)

avec 52 = a?cos® ¢ + b%sin? ¢
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f(zy2) —[TR]— F(r€)

exp [~ (a? + 1% + 22)]
exp [—ﬂ(:cz + 92 + 22)]

WAt e [

exp [—m"?]

flxy) —[TR]— f(r,e)

d(z—a)d(y —b)

1 22+y2 <1
0 ailleurs

1 22+y? < R?
0 ailleurs

{ 1 (z/a)? + (y/b)? < 1

0 ailleurs

2 |pPP=rt+y? <1
0 ailleurs

z(x? +y?) |p? =22 +9% <1
0 ailleurs

z(z?+y2)? PP =22 +y? <1
0 ailleurs

1—-p® |p*=2"+y°| <1
0 ailleurs

d(r —ro) avec rog=acos¢+ bsing

{ 21 —r?2 sir<1

0 ailleurs

0 ailleurs

{ 2VR? —r?2 sir < R

20 /1= (r/s)? si r/s<1
0 sir/s>1

avec 52 = a?cos® ¢ + b%sin? ¢

V1—r? (27“2 cos® ¢ + g(l — r?) sin? qS)
2
—T(27‘2 +1)V1—r2cos¢

3
ZTl\/l—T2+T2 (Hi i,,:.l_r2>‘| COS¢

9 Ell’l

%(1 _ ,,,2)3/2
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Chapitre 3
Principales propriétés

De nombreuses propriétés de la TR d’une fonction f:R" — R s’ob-
tiennent directement & partir de sa définition:

o) = [ f@)86r - 'z de (3.1)

Dans ce chapitre, ces propriétés sont énumérées dans le cas général tout
en les accompagnant par des exemples spécifiques en deux ou trois variables.

3.1 Linéarité

Considérons les deux fonctions f et g et les deux réels a et b. On a alors:

[lat @) +bg(@)}or — €'a) da
= R {f(@)} + IR {g(e)} (32

R{af(x) + bg(x)}

3.2 Homogénéité

f(r,&) est une fonction homogene d’ordre un. Pour la montrer il suffit de
constater que pour un nombre réel s # 0 on a:

f(sr,s€) = /f(:c) §(sr — s€lx)dx = %/f(w) §(r — &'z) dz (3.3)

d’otu la propriété d’homogénéité :

f(S’I',SE) = Hf('rag) (34)
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3.3 Symétrie

Dans I’équation 3.4 pour s = —1 on a:

F(=r,— & = f(r¢) (3.5)

On montre facilement les relations suivantes:

frse) = S7(Le).  s>0

f(S’l“,S) = Sf(?",g) (36)

3.4 Transformations géométriques

Soient z et y deux vecteurs représentant deux points de 1’espace R" tel
que

y = Az (3.7)

ou A est une matrice carrée non singuliere. On a alors:

R{f(A2)} = [f(Az)o(r—E'a)da
= aee{a} [ 1w)se - €Ay dy

ou d’une facon équivalente :

~ é ~( r t
R{ra e} - a4y frate) - A (L dE) 6o

Deux cas particulier sont intéressants:
~ Si A est une matrice de rotation, i.e.; A' = A7l et dét {A} =
dét{A7'} =1, 0na
R{f(Az)} = f(r,A"€) (3.10)

- SiA=MX,ona

RUOD} = 357 (rnd) = 55T 08 B
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3.5 Translation

Soient x, b et y trois vecteurs de R" tels que y = @ + b. Il s’agit alors de
trouver une relation entre R {f(x)} et R {f(y)}. Pour cela on peut écrire:

R{f(z+b)} = /f(ac +b)8(r — ') da
— [twsr+gb-gydy (31
On a ainsi la propriété suivante:

R{f(x£b)} = f(r££'bg) (3.13)

3.6 TR des dérivées d’une fonction

Etant donnée une fonction f(z) = f(z1,...,zn), il s’agit de trouver une
relation entre la TR de f(x) et la TR des fonctions

of O f of of 1" - Of ", 9% f(r,€)
8—.7,']9, 6xk3xl’ Vf [8:1:1 78—%] ) atvf _kglaka—wka et Af Z al']c
— Dérivée: ( )
of of(r.€
{(%k} ALEL (3.14)
— Gradient :
R Ak 97 (rg) 0f(re)]’
Vf—[a—xl,,a—xk] —)TR—)[€1 or yee e sEk or
(3.15)
0
’R{atVf} —al¢ f(gr,i) (3.16)
— Dérivée seconde:
o*f | _,, *f(rg)
R { 0z 0zy, } = Sk or? (3:.17)
{Z > aiby } = (a’€)(b'¢) an(?;’E) (3.18)
=i Bm or or

— Laplacienne dans ’espace objet @ :

2 r 2~,r.
|2(9 ( 6) — 0 gig’g) (319)

R{Af}=1¢
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— un opérateur linéaire L composé d'un polynome des dérivées:

0 ~
— Exemple 1:
0 0°
L= “a_xl + bax28x§

3\ -
RALf) = <a51 e 3> firé)

— Exemple 2: Considérons la fonction f(z,y,z;t) représentant une
onde satisfaisant & I’équation du propagation

82 82 82 2
Fr_of L P, P
otz 0r2  oyr 022

Notant sa TR par f(r&;t) = R{f(2,y,2;t)}, on a
>*f _0°f
ot2  Or2

. . 2
ce qui vaut dire que les deux operateurs R et 597 commutent.
— Dans un cas plus général, si on définit les opérateurs
2

9 n
D(P(T',&) = W‘p(rag)a et Af Z Bazk

on a

R{Af(z)} = Bf(r€)

3.7 Dérivées de la TR
Etant donnée une fonction f(z) = f(z1,...,2s), il s’agit de trouver une

relation entre la TR de f(x) et les dérivées de sa TR f(r,£) par rapport aux
variables & : Partant de la définition de la TR,

R{f(@)} = Fr8) = [ f(@)3(r - €'a) da (3.21)

et définissant,

afk /f — 5 (r — &'x) dz (3.22)

on obtient facilement la relation suivante:
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fa(gf) _ /f _57,_515)
= /f [ack—ér—gt )] T

= o[ @it - ') aa]

- _%R{‘”kf(w)} (3.23)
d’ou:
9 _oftre) 8
a—ékR{f(:c)}— A = —5, Riznf ()} (3.24)
et
3 a 8f(r’€) __9 ate) flx
kZ::l T arR{( ) ( )} (3.25)
De méme on a:
A _Pfre) o
mR{f(w)}_ 0,06, =~z RAzo f(2)} (3.26)

et

2
PP BT LU S (RASVIIS) BCEY

I=1k=1

3.8 Convolution

Soient g et h deux fonctions, g et h leur TR, et f le produit de convolution
de g et h,

2)=gxh= [ gy)h(e - y)dy (3.28)

ouxz € R" et y € R". On a alors

fr) = Rif@) = [ do [ dygw) hie - y) s - £'2)
_ /dyg /da:hzz:— 5(r — &'a) (3.29)

En effectuant le changement de variable z = & — y, on obtient



26 CHAPITRE 3. PRINCIPALES PROPRIETES

fre) = [ayow) [ dzh@sr—gy-¢)

= / dyg(y) /+oo dsh(r — s,€) (s — €'y)

+o0 ~ -
_ /Oo dsh(r—s,g)/ dy g(y) 6(s — E'y)
= [hr-5.8)3(s.8)ds =g (3-30)

d’ou le résultat fort intéressant qui dit que la TR du produit de convolution
de deux fonctions & n variables est le produit de convolution (par rapport &
la seule variable r de la TR ) de leurs TR respectives.

On constate aussi la différence entre la TR et la TF du produit de convo-
lution de deux fonctions. En effet la TF du produit de convolution de deux
fonctions est le produit simple de leurs TF, tandis que la TR du produit de
deux fonctions est le produit de convolution de leurs TR.

3.9 TR des fonctions avec polynomes de Hermite

Les fonctions de Hermite sont définies par la formule de Rodrigues:

1) = (-1 e 7] (2) (exp [-#])

Utilisant cette formule avec t? = z2 4+ y? on a

@ e [ 0] = o (L) (a%)lexp [ +7),

kl=0,1,...

R { (Z) (a%)lﬂz,y)} —de (2) Feo

avec f(z,y) = exp [—(z? + y?)] on obtient:

Utilisant

R (B H ) e [0 +90)]) = (0t (2) Vrew ]
Vel Hypu(r) exp [—r]

= V/7(cos ¢)*(sin ¢)' exp [—TQ] Hia(r)
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On peut généraliser ceci au cas des variables normalisées :
R{ Hy(\z) Hi(\y) exp [~X2(a? + y%)] } = (cos ¢)* (sin §)' exp [~2?r?| Hy11(Ar)

En définissant

M\ + My) = %Hk(Aw)Hl()\y)

on a

R {Hkl(/\w,/\y) exp [—/\2(:1:2 + yz)] } = (cos ¢)*(sin ¢)" exp [—/\27"2] Hy (Ar)

3.10 TR des fonctions avec polynomes de Laguerre

Les fonctions de Laguerre sont définies par:

Lfc (t) = % ! exp [t] (%) * (tl—Hc exp [—t])

Utilisant cette formule avec t2 = 22 + y2 on peut établir les relations sui-

vantes:
_1)k 1/2
R{(Vi‘z [(l f!k)!] (2 + y*)/? exp [£416] L (27 + y?) exp [ (27 +y2)]}
1 /2 1 .
N [k!(l + k)!] oak1 €XP [£7l¢] exp [—7‘2} Hyyox(r)

ol on a utilisé
(z £ jy)' = (+* +y*) '/ exp [£516].
On peut généraliser ceci au cas des variables normalisées :

% { (—\2_:“ : [(1 f!k)!] " P22 +42)] " exp 6] 2 [P +47)] exp [-N7(a? + 42)] }

1 1/2 1 ' 5 9
- [k!(l +k)!] okt oxp (L8] exp [N°r] Hiso ()

Si on défini un polynéme complexe

k 1/2
L2, O \y) = (_%A [(z f!k)!] / (322 +42)] " exp [516) L, [\2(a? +92)]
et si on note ) 2
- gt s
kNI + k)! 22k+l
alors on a
R {Elﬁl%()‘:”’)‘y) exp [—/\2(532 + ?/2)] } = Nj exp [£jl¢] exp [—)\27"2] Hiyor (A1)

(3.31)
Notons la propriété suivante:

[ﬁﬁ%(xx,,\y)] = Ll (M Ny), 120 (3.32)
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3.11 TR des fonctions avec polynomes de Legendre

Les polynémes de Legendre sont définies par :

l
P(t) = ﬁ (%) (t* - 1)’

et les polynomes de Legendre généralisée sont définies par:

PI(t) = (1 — 2)m/2 (Q)Hm (2 =1), m=0,--1.
2 ot ’ ’

Ces polynomes sont reliés aux fonctions sphéroidales harmoniques par

214+ 1 (1 —m)!

dr (I +m)!

1/2
Yim(0) = (1) | | Pr(eoso)explimel, m=0,0.t

Ces fonctions ont les propriétés suivantes :
Y'l,fm(gad)) = (_1)mY2;k,m(0,¢)
et
2 ™ .
Vi (0:0), Yt 06)) = [ A6 [~ A0Y;1,(0,6) Yoy (0,) it = 1B

L’intéret de ces fonctions est de pouvoir établir des relations entre les
TR des fonctions

kylexp [—a? —y?|, Hu(wy)exp [-2 —v?], Lil(zy)exp [-2® — 47|,
en sachant que les fonctions Py (z,y) = z*y!, Hp(z,y) et Eﬁ% (x,y) forment
une base compléte.

3.12 TR des fonctions harmoniques circulaires

Considérons le cas d’une fonction & deux variables f(z,y) qui a la pro-
priété suivante:
f(zy) = f(p,0) = gi(p) exp [516] .

11 est alors facile de montrer que sa TR est de la forme

f(r¢) = qi(r) exp [jlg]

et qu’il y a une relation entre g;(p) et §;(r) de la forme:
*© T r? e
gi(r) = 2/ T (—) 1-— d
ai(r) . 1(p)Ti P ( p2> p
_1 oo

alp) = ;/ﬂ g1(r) T (%) (;—z - 1) o dr
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ou 7; sont les polynones de Tchebycheff.
Pour [ = 0 on retrouve la transformé d’Abel

2/ pgo(p)(p”> — )"/ dp

g B
— [ a6 =)

go(r)

90(p)

3.13 TR des fonctions harmoniques sphériques

Considérons le cas d’une fonction & trois variables f(x,y,z) qui a la pro-
priété suivante :

f(ﬂC,y,Z) = f(p,gad)) = gl(p)Ylm(07¢)

11 est alors facile de montrer que sa TR est de la forme

f(ras) = gl(T)Ylm@,@

ou (0©,P) et £ représentent le méme vecteur unitaire. Il y a alors une relation
entre g;(p) et g;(r) de la forme:

gi(r) =2m /roo pg1(p) Py (%) dp

1 (= 9
910 saP (L) ar
r P

2T Jp

ou les P, sont les polynomes de Legendre.

Dans le domaine de la propagation des ondes on a souvent affaire avec des
fonctions & quatre variables f(z,y,z,t) représentant une composante d’une
onde qui se propage. Si f(z,y,z,t) a la propriété suivante:

f(zy.2,t) = f(p,0,0:t) = 91(p)Yim (0,4,1).

11 est alors facile de montrer que sa TR est de la forme

f('raﬁ) = gl(r)yzm(e)’@)

ol (0,®) et £ représentent le méme vecteur unitaire. Il y a alors une relation
entre g;(p) et §;(r) de la forme:

gi(r) =2m /Too pg1(p) Py (2) dp

a) = — [ i (r)P, (%) dr

:27rr o ng

ol les P, sont les polynémes de Legendre.
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3.14 Résumé du chapitre

f (@) f(r)

c1fi(®) + cafa(x) c1f1(r€) + cafa(r,€)
1 , = _dét{A} [ r Al¢
f(A .’L') dét {A}f('raAtS) - |At§| f <|At€|"At€|>
fleo) gl = T
f(z+a) f(r+¢&'ag)
@) =grh=[g@h@-vdy  FeO=7+h= [GeOht-sds
~ 1 ~
f(S‘l“,Sé) = m.f(rag)
f(_ia - €) = fgrag)
f(sr€) = sf(r€)
f (@) — [TR] — f(r8)

o of of(ré)
Dérivée: ; By - . & o
Gradient : Vf= [8—;1,,% %[{1,...,&1]1&

t _ % ﬁ t Bf(r,£)
GVf_,%;lak‘%k a't ~3r
Dérivée seconde : 83(:9[ a";k &y 8fg;’§)
o & Y 0*f(r.€)
Laplacienne : Af(x) = ,;1 52,7 52 )
n o n 82 82
>SS aba (ae) (v'e) T2



3.14. RESUME DU CHAPITRE 31

fay) —[TR]— (o)
Hi(2)Hi(y) exp [~ (" + )] V(cos ¢)" (sin @)’ exp | ~r°] Hipi(r)
Hi () Hi() exp -2 (a” + )] (cos ¢)" (sin §)' exp [~Xr’] Hy(r)

f(p.0) —[TR]— f(r¢)

9:(p) exp [16] gi(r) exp [jl¢]
avec §;(r) Transformée de Tchebycheff de g;(p).
2
B{(16) = Zjj 5, (r) exp ] Tas 1Vl i) explild)
fpbe) —[TR]— f[(ro,9)
91(p)Yim (0,8) 91(r)Yim (©,2)

fp0,¢) —[TR]— f(r0,8,1)

91(p)Yim 0,¢:1) Gu(r)Yim (©,8,1)
f(p0)
!
R
f(r)
1)k 1/2
(\/1%) [(l f!k)l] pexp [£516] Li(pQ) exp [—pQ]
!
1/2
[k!(l i k)!] 2211—1-! exp [£jl¢] exp [—7"2] Hiyox(r)
!
_1)k 1/2
( \2? : [(z f!k)!] Mpexp [£516] Lk (Vp?) exp [~\?p?]
!

[k!(zik

/2 1
)g] o2kt OXP [£jl] exp [—AQT‘Q} Hy o (Ar)
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Chapitre 4

Relation avec d’autres
transformées

4.1 Introduction

Le principal objectif de ce chapitre est de présenter un certain nombre
de relations qui lient la TR d’une fonction & sa TF. Ce lien est trés important
lorsque, dans le chapitre suivant, nous aborderons I’'inversion de la TR.

De méme en étudiant la TR d’un certain nombre de fonctions avec les
propriétés spécifiques comme la symétrie cylindrique ou sphérique on re-
trouve des liens entre la TR et d’autres transformations linéaires comme les
transformée d’Abel, de Legendre, de Tchbycheff, de Gegenbauer, etc.

4.2 Relation avec la transformée de Fourier

Désignons par & = [z1,...,2,]" un vecteur dans R”, et w = [wy, ... ,wy]"
un vecteur dans ’espace de Fourier correspondant. La TF d’une fonction
f(x) et son inverse sont définies par

~

—

£
|

Fall} = [ 1@)exp [-ju'e] da
Fil {f} = (%)n/f(w) exp [—i—jwtw] dw

Pour trouver la relation entre la TF et la TR, on note que 1’on peut écrire

(4.1)

[y
&
Il

flw) = /_ ;Oo / f(@)exp[—jt] (¢ — wia) dz dt (4.2)

ou ¢t est une variable réelle. Considérons maintenant les relations suivantes

w= Q¢ et t=Qr (4.3)



34 CHAPITRE 4. RELATION AVEC D’AUTRES TRANSFORMEES

ou {2 est une variable réelle et £ est un vecteur unitaire dans R". On a ainsi

~

fw)=f@e) = 101 [ [ f@)exp -0 o(0r — 0g'e) do ar
= /+Oo exp [—jQT]/f(a:) §(r — €'x) de dr

—0o0

= [ Fegewl-jon ar (4.4)

-0

L’équation 4.4 établit la relation fondamentale (théoréeme de Radon)
entre la TF et la TR d’une fonction. Notons que la partie droite de cette

équation est la TF 1-D par rapport & la variable radiale r de f(r,£). Si on
désigne symboliquement cette transformation par F; on a

f=rmift=R{l} =R RN (4.5)

F=R{fy =7 {F} = AL H{FASD (4.6)

Y

F1G. 4.1 — Relation entre une fonction, sa transformée de Radon R, et sa
transformée de Fourier F en dimension n.

Ces relations sont symbolisées par les diagrammes des figures 4.2 et 4.2.
Cependant il faut remarquer que, bien que ce théoréeme soit identique au
théoreme des projections pour des fonctions opérant dans un espace a 2-D,
ils ne sont pas identiques dans des espaces de dimensions supérieures a deux.
Le théoréme des projections relie la TF & (n — 1)-D d’une projection p (dans
un espace & (n —1)-D) de la fonction & n variables d’espace f a la TF & n-D
de f; tandis que le théoréme de Radon relie la TF & 1-D (par rapport a la

variable radiale r ) de f(r,£) ala TF & n-D de f(x).
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F1G. 4.2 — Relation entre une fonction, sa transformée de Radon R, et sa
transformée de Fourier F' en dimension 2.

4.3 Relation avec la transformée de Hou h

La transformée de ough (T ) est un outil utilisé en analyse d’image
pour la détection des lignes droites dans une image. Une extension de cette
transformée est aussi utilisée pour la détection des contours des formes
géométriques spécifiques dans une image. La transformée de ough trans-
forme une ligne droite dans une image de coordonnées (z,y) définie par
7 = Z cos ¢ +y sin ¢ en un point dans une autre image de coordonnées (r,¢).
Le lien entre la TR et la T  est ainsi évident si on considere une fonction

f(z,y) comme I'image de départ et f(r,$) comme I'image d’arrivée.
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4.4 Relation avec la transformée de e en auer
La TR préserve les propriétés de séparabilités dans des coordonnées cylin-

driques f(xay) = f(pae) = (p) 0, h f zy, = f p707¢ =
P 6,9 C

fm,y:fpﬂ: p 0 — f’f‘,(f): r %

f z,Y, :f p501¢ = 1Y 03¢ - JTIT, ) = r ea(ﬁ
’ 6 0;¢ =

0 = x [.710] al = 5 a2a
h 3-

24+ 1- 1'°2 .
97¢ - [ A l+ :| 0 x [.7 ¢]7 - 7la
n, f
P w,ie;
fz = »p w,
p=lal,  w= -
’ ||
— w = — w

W = 01 n-2 02 "= 0n72 n—2 91 9n72 ¢
P,915925 ,Hn—27¢ X h h
n P
h h n X
A, fre
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X p r G
-12
i [+ /°° 9 (T) r?
T = Il _ _
I+2 p P p? p
2 41 l+ /oo 2 +1 (p) pQ —-12 .
= ’r' —_— _
p 2r t1 [ +2 p r) r?
2 +1
r o=, p =, 2l = (—) r
T

X fi n=2,3 4
n =2
fay =fpb = p x [lOl— frgp = r x [jlg|
p T Th h
o , .2 -12
G-
p P
_ [o’e] r 7‘2 -12
R
mr p %
Th h
n=23

f Z,Y, :f paead) = p 07¢ - .f~ra£ = r )

f zY, , = P 015021¢ - ]?7"#5 = r 1, 2
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4 [ 4 (r) r2
= — U= _
" I+ / pop p p? p
_ o

2
T T
= - J— U |- -
p 22 | + p/ ro <p) p? "
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C fz, =, z,prE, fw,p0E, frE,
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r& :

2 2

p=—pnt, p= — pr1é 52
T T

- Rlf)=[ta x [-iute] =

_ y-n—l{f}:<ﬂ) /fw x [tiw'e| w

53

N Ta§ Tr:
FUE = Filpb=[prg x [l v y
pré = 7= () [p0€ x e o
R :
fre :R{f}:/fa:(ir—ﬁtw T 55
j
j
e = {pt=5R {p}=5 " llpr,E\ tax & 5
j
z = p=pré| go=p&at 5
Fog = m{f}=[Fre x =il o 5
fre = 7' 7 =(5) [Toe x o o
“+oo
{ R I — L R ;
_ -1 _—J oo t _J
P2 e
_ _ _ [t pré
p r=¢= —’H{p?",é“}—ﬂ/oo = 5
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3 Invrson r t n ns ons rs

n—1 _  n-1 2 — n+l 2 —
4 2m fx /|€1£/ & -z,

5 3
n 3
_ n—1 2 rl
fo= . /al[fr{] fo 5 4
— _ n—1F
e fo [ ree] L 5 5
_ n—1 2
nT 2 9p -l :§j27r n—l 56
n=3 m=[zy LE=[EEEI=] 0 ¢ 0 ¢ 0O,
E= 00 ¢ =-1
fe o= = /|€1[fr,€] fo &
_ 2
N ?/ﬁl ezl e ¢z ¢ °
X
_ 2 2 2 _
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